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Introduction 1

INTRODUCTION

Bien qu'il soit universellement utilisé pour l'assemblage des carrosseries automobiles, le
procédé de soudage par points n'est pas encore complètement maîtrisé. En effet, il n'existe pas
de méthode fiable pour contrôler de manière non destructive la qualité de soudures, pourtant
effectuées à réglages constants : la variabilité du procédé, et en particulier de l'état des
électrodes de soudage, est telle que cette qualité change dans des proportions inacceptables.

D'un point de vue pratique, le manque de garantie sur la qualité de chaque soudure oblige à
réaliser un nombre excessif de points soudés par pièce. Par ailleurs, la seule méthode dont
disposent les industriels pour augmenter leur confiance en la qualité des soudures, est
d'utiliser des intensités de soudage significativement plus élevées que nécessaire, ce qui
accélère le processus de dégradation des électrodes, et conduit à des arrêts fréquents de la
production.

Compte tenu du nombre de phénomènes physiques qui interviennent lors d'une soudure par
point, de la rapidité et du caractère transitoire de ces phénomènes, il est exclu d'aborder ce
problème par une approche utilisant les techniques de modélisation numérique. En revanche,
des travaux récents montrent qu'il peut être avantageux d'avoir recours à des méthodes
statistiques. Après examen, la non-linéarité du problème et le nombre de paramètres entrant
en jeu font des réseaux de neurones d'excellents candidats à la résolution de cette question :
avec des propriétés mathématiques bien établies et des algorithmes d'apprentissage très
performants, les réseaux de neurones surpassent, lorsqu'ils sont convenablement mis en
œuvre, les techniques classiques de modélisation non linéaire.

L'une des principales difficultés rencontrées par les utilisateurs de modèles statistiques non
linéaires est le dimensionnement correct des modèles, de manière à ce qu'ils présentent des
performances aussi bonnes lors de leur utilisation (sur une base de test) que lors de leur
ajustement (sur une base d'apprentissage). L'une des méthodes utilisées pour procéder à la
sélection de modèles est connue sous le nom de leave-one-out. Il s'agit d'estimer les
performances de généralisation d'un modèle à partir des erreurs de prédiction commises sur
un exemple lorsque celui-ci ne fait pas partie de la base d'apprentissage.

La première partie de ce mémoire, qui comprend 5 chapitres, est consacrée à l'étude théorique
du leave-one-out, au cours de laquelle nous montrerons les limites de la mise en œuvre
classique de cette méthode, puis nous définirons une manière plus fiable et plus rapide de
procéder. Nous montrerons également la relation existant entre le leave-one-out et les
intervalles de confiance sur la sortie d'un modèle.

La deuxième partie de ce mémoire, c'est-à-dire les chapitres 6 à 8, a pour but d'exposer les
applications de l'étude théorique au contrôle de qualité et à la commande du procédé de
soudage par points.

Les définitions relatives aux réseaux de neurones sont présentées dans le chapitre 1, ainsi que
la propriété mathématique fondamentale des réseaux à une couche de neurones cachés
sigmoïdaux, c'est-à-dire l'approximation parcimonieuse. Le principe de la mise en œuvre des
réseaux de neurones par "apprentissage" est ensuite décrit.
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Le chapitre 2 débute par une revue des deux principales méthodes employées pour faire face
au dilemme biais / variance : la validation croisée, dont le leave-one-out est un cas particulier,
et la régularisation. Nous introduisons ensuite les notions de surajustement et d'intervalles de
confiance associés à la sortie d'un modèle, notions qu'il est indispensable de maîtriser lors de
la mise en œuvre de modèles non linéaires paramétrés.

Dans le chapitre 3, nous voyons qu'il est possible, grâce à l'utilisation d'un développement de
Taylor, de calculer l'effet, sur le modèle, du retrait d'un exemple de la base d'apprentissage et
nous introduisons la notion d'influence d'un exemple sur l'estimation des paramètres d'un
modèle. Dans certains cas, nous montrons pourquoi la méthode classique, par minimisation
du coût quadratique, ne permet pas d'envisager raisonnablement le retrait d'un exemple de la
base d'apprentissage.

La sélection de modèles sur le principe du leave-one-out est examinée en détail dans le
chapitre 4. Nous prouvons que l'estimation des performances de généralisation d'un modèle,
calculée d'après les résultats du chapitre 3, est à la fois plus fiable et plus rapide que celle qui
est obtenue par la mise en œuvre traditionnelle du leave-one-out. Par ailleurs, nous
définissons un critère de sélection de modèles à partir des intervalles de confiance sur la
prédiction des exemples d'apprentissage.

Le chapitre 5, qui clôt la première partie de ce mémoire, présente un nouvel algorithme
d'apprentissage fondé sur une fonction de coût définie d'après les résultats du chapitre 4. Nous
montrons les perspectives qu'offre cet algorithme lorsqu'il est mis en œuvre après
convergence de la minimisation classique du coût quadratique.

Les principes fondamentaux du soudage par points sont présentés dans le chapitre 6. Nous
insistons plus particulièrement sur les notions de domaine de soudabilité d'un produit et de
durée de vie des électrodes.

Le chapitre 7 débute par un exposé des différentes possibilités d'envisager la modélisation du
soudage par points. Nous montrons que la prédiction de la qualité d'une soudure à partir des
conditions opératoires nécessite la mesure, pendant le processus de soudage, de grandeurs
pertinentes caractérisant le développement du noyau fondu. La deuxième moitié de ce
chapitre est consacrée à l'étude de 4 signaux acquis lors d'une soudure, et à la définition de
caractéristiques de la qualité du point.

Le chapitre 8 est divisé en deux parties bien distinctes :

•  à partir des spécificités du procédé de soudage par points et des outils présentés dans les 5
premiers chapitres de ce mémoire, nous proposons une méthodologie précise permettant
de construire et d'améliorer progressivement un modèle de prédiction du diamètre de
bouton valable pour un produit donné dans un domaine de validité choisi,

•  l'application de cette procédure sur deux types de tôles est ensuite présentée. Après avoir
donné les performances des modèles ainsi obtenus, nous examinons l'impact de ces
modèles, sur le processus de dégradation des électrodes, lorsque ceux-ci sont mis en
œuvre dans le cadre d'une loi de commande optimisée de l'intensité de soudage.
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2 GENERALISATION ET ESTIMATION DES PERFORMANCES

Résumé

Dans la pratique, l'objectif d'une modélisation statistique n'est pas d'ajuster finement un
modèle sur un ensemble d'apprentissage, mais d'obtenir un bon compromis entre
performances d'apprentissage et performances de généralisation. Il existe principalement
deux manières de résoudre ce dilemme entre le biais et la variance de la famille de fonctions
considérée :

•  les méthodes de validation croisée, qui scindent la base de données disponibles de
manière à estimer les performances de généralisation du modèle sur des données n'ayant
pas servi à l'apprentissage, ce qui permet, a posteriori, d'éliminer les solutions
surajustées,

•  la régularisation qui, par arrêt prématuré de l'apprentissage (early-stopping), ou par
ajout d'un terme de pénalisation à la fonction de coût (weight decay), permet de pénaliser
a priori les modèles à forte variance.

En réalité, le surajustement se traduit par une influence trop importante de certains exemples
sur l'estimation des coefficients du modèle, qui peut ainsi s'ajuster très précisément à ces
exemples. Nous allons étudier dans ce mémoire, par une approche théorique du leave-one-
out, une manière de résoudre à la base ce phénomène de surajustement, que la validation
croisée classique et la régularisation traitent de manière indirecte.

Un cas de surajustement particulièrement simple à détecter concerne les modèles pour
lesquels la matrice jacobienne Z n'est pas de rang plein. Nous nous proposons de le détecter
numériquement en vérifiant les propriétés que doivent respecter les termes diagonaux hii de la
matrice de projection Z (tZZ)-1 tZ, et nous montrons qu'il correspond à des modèles pour
lesquels certains coefficients sont sous-déterminés.

Par ailleurs, nous présentons la notion d'intervalle de confiance sur la sortie du modèle. Nous
utilisons dans ce mémoire une expression classique de cet intervalle, fondée sur un
développement de Taylor de la sortie du modèle au voisinage de la solution des moindres
carrés. Par opposition à la performance de généralisation du modèle, qui peut s'interpréter
comme un intervalle de confiance associé à la mesure de la sortie du processus, les
intervalles de confiance sur la sortie du modèle dépendent des entrées de ce dernier. Ils
permettent ainsi de déterminer les zones de l'espace des entrées où - par manque d'exemples -
la confiance sur la prédiction du modèle est trop faible.

En revanche, la détermination d'intervalles de confiance (ou de bornes) sur l'erreur de
généralisation empirique, par rapport à l'erreur de généralisation théorique, fait depuis
plusieurs années l'objet de recherches sur la théorie de l'apprentissage. Cependant, compte
tenu du cadre de cette thèse, ces bornes ne sont pas exploitables pour l'instant.
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2.1 Introduction

La propriété d'approximation présentée dans le chapitre précédent soulève, en corollaire, une
difficulté bien connue des utilisateurs de réseaux de neurones (ou de tout modèle paramétré) :
le dimensionnement des modèles.

Lorsque l’on doit traiter des données bruitées, ce que nous supposerons tout au long de cette
thèse, l'objectif est de trouver le modèle optimal, présentant le meilleur compromis possible
entre performance d’apprentissage et capacité de généralisation.

Après une introduction à la problématique et une description des principales méthodes
utilisées pour y faire face, nous présenterons une discussion sur la nature exacte du
phénomène de surajustement.

Nous introduirons ensuite la notion d'intervalle de confiance associé, d'une part, à la sortie
d'un modèle, et, d'autre part à l'estimation des performances de généralisation de ce modèle.

2.2 Le dilemme biais / variance

Ce compromis a été formalisé en décomposant la performance moyenne d’un modèle - sur
toutes les bases d’apprentissage possibles - en deux parties [Geman 92] : la première, appelée
biais, rend compte de la différence moyenne entre le modèle et l’espérance mathématique de
la grandeur à modéliser ; la seconde, appelée variance, reflète l’influence du choix de la base
d’apprentissage sur le modèle.

Ensemble d'apprentissage n°2:

Ensemble d'apprentissage n°1:

r(x)

 f1(x)

 f2(x)

x

y
r(x)

 g1(x)

 g2(x)

x

y

Figure 2.1 : Exemples de familles de fonctions présentant - à gauche - un biais trop élevé
- à droite - une variance trop élevée

Sur la figure 2.1, considérons le problème de l'approximation d'une fonction r(x) supposée
inconnue, à partir de mesures bruitées de celle-ci. La famille des fonctions affines (notée f)
présente un écart important avec le modèle idéal ; cependant cet écart dépend peu de la base
d'apprentissage : cette famille de fonction possède donc un biais important et une variance
faible. Pour la famille de fonction g, le phénomène inverse se produit : celle-ci est
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suffisamment complexe pour s'ajuster au plus près aux points d'apprentissages ; en revanche
sa forme varie beaucoup en fonction de ces derniers.

Idéalement, il faut chercher un modèle présentant un biais et une variance aussi faibles que
possible. Un bon modèle doit donner ainsi une réponse moyenne satisfaisante tout en
dépendant le moins possible des exemples dont on s’est servi pour le concevoir. Dans le cas
de l'exemple précédent, la famille de fonctions h représentée sur la figure 2.2 réalise très bien
ce compromis.

r(x)

h1(x)

h2(x)

x

y

Figure 2.2 : Exemple de famille de fonctions réalisant un bon compromis entre biais et
variance

Ce compromis peut certes s’obtenir en augmentant la taille de la base d’apprentissage, mais
ce n’est malheureusement pas toujours possible. Dans la pratique, il existe principalement
deux façons d'éviter le surajustement (cf. [Gallinari 97]), lorsqu'on dispose d’une base de
donnée limitée :

•  a posteriori, c'est-à-dire après apprentissage : le surajustement se détecte alors sur la base
d'une estimation des performances de généralisation du modèle. La principale méthode
utilisée dans le domaine des réseaux de neurones2 est la validation croisée (voir
[Stone 74]), fondée sur un ré-échantillonnage de la base de données,

•  a priori, c'est-à-dire en cours d'apprentissage (voire avant celui-ci) : il s'agit des techniques
de régularisation, qui visent à pénaliser l'obtention de modèles surajustés, mais qui ne
dispensent pas de l'étape d'estimation des performances du modèle.

Dans ce chapitre comme dans les suivants, la question de la sélection de modèle n’est abordée
que dans le sens de la sélection de l’architecture optimale, c'est-à-dire de la complexité de la
famille de fonctions utilisée. Le problème de sélection des entrées n’est pas traité ici ; le
lecteur intéressé pourra pour cela se référer à [Stoppiglia 97].

On suppose généralement que le processus à modéliser comporte plusieurs entrées non
bruitées et une sortie bruitée.

                                                
2 D'autres méthodes, moins utilisées, existent pour comparer différents modèles entre eux, par exemples les tests

d'hypothèses ou les critères d'information (voir [Anders 99]).
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Enfin, il est également important de noter que la question de la sélection de l’architecture
optimale est étroitement liée à celle de l'estimation des performances de généralisation du
modèle : idéalement, ces deux étapes devraient être effectuées simultanément, de manière à
comparer des architectures entre elles sur la base de l'estimation des performances de
généralisation.

En revanche, il peut être utile - dans certains cas - de séparer la sélection de la taille optimale
du modèle, de l'apprentissage du modèle final. Pour ce faire, les notions de bases
d'apprentissage et de validation concernent l'étape de sélection de la taille optimale. Dans un
second temps, ces deux bases sont regroupées en une seule base d'apprentissage servant à
concevoir le modèle final. Dans tous les cas, il est utile de disposer d'une base de test
indépendante dont on se sert à la fin pour vérifier la validité et estimer les performances du
modèle.

2.3 La validation croisée

Cette méthode repose sur une estimation des performances à partir d’exemples n’ayant pas
servi à la conception du modèle. Pour ce faire, on scinde la base d’apprentissage en D parties
de taille (approximativement) égale. On réalise alors D apprentissages du modèle, en laissant
à chaque fois une des parties de côté pour le valider (cf. figure 2.3, tirée de [Bishop 97]). La
performance du modèle s’obtient à partir des erreurs de validation constatées après les D
apprentissages.

P1 P2 PD

1er apprentissage

2ème apprentissage

Dème apprentissage

Figure 2.3 : Principe de la validation croisée ; les parties grisées sont utilisées pour la
validation et les autres pour l'apprentissage

En utilisant la fonction de coût des moindres carrés, on procède généralement comme suit :

•  pour chaque partie laissée de côté, on calcule l’erreur quadratique moyenne de validation
(EQMV),

•  à la fin, la performance de généralisation du modèle - appelée "score de validation
croisée" - est estimée en réalisant la moyenne quadratique des D erreurs (EQMV)
précédentes.

Dans le contexte de réseaux de neurones, la recherche de l’architecture optimale s’effectue
souvent en partant d’un modèle linéaire et en augmentant progressivement le nombre de
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neurones cachés. Le modèle optimal est alors défini comme étant celui qui présente le
meilleur score de validation croisée.

La limite naturelle de la validation croisée correspond au cas où D est égal au nombre
d'exemples dans la base d'apprentissage. Cette méthode est connue sous le nom de "leave-
one-out" (voir [Plutowski 94]) car chaque apprentissage n'est validé que sur un seul exemple.

Les difficultés de cette méthode sont de deux ordres :

•  le temps de calcul nécessaire, qui - pour une même base d'apprentissage est d'autant plus
grand que D est élevé (il est donc maximum dans le cas du leave-one-out),

•  des performances contrastées en termes de taille de l'architecture sélectionnée et
d'estimation des performances. À ce niveau, deux cas sont à distinguer :

− le nombre d'exemples est grand au regard de la complexité de la fonction à approcher
(nombre d'entrées, non-linéarité) : dans ce cas, le phénomène de surajustement est
difficile à mettre en évidence. La méthode donne certes de bons résultats - même avec
un petit nombre de partitions - mais sans grand mérite car il y a peu de risque de
surajustement.

− le nombre d'exemples est petit au regard de la complexité de la fonction à approcher :
on est obligé d'augmenter le nombre de partitions de façon à garder un nombre
suffisant d'exemples pour réaliser l'apprentissage des D modèles. Les résultats
montrent alors une tendance à la surestimation de la taille des modèles nécessaires et à
la sous-estimation des scores de validation croisée. Ceci traduit un phénomène mis en
évidence par [Breiman 96] : une petite modification des données d'apprentissage peut
entraîner de grandes différences dans les modèles sélectionnés. Autrement dit, si l'on
raisonne en termes de fonction de coût, les exemples dont on se sert pour estimer les
paramètres d'un modèle peuvent grandement influencer les minima vers lesquels
convergent les différents apprentissages. On parle alors d'instabilité vis-à-vis des
données d'apprentissage : les EQMV calculées à partir des différentes partitions ne
peuvent donc pas raisonnablement êtres moyennées pour estimer la performance de
généralisation du modèle.

La littérature conseille généralement d'utiliser D = 10. Cependant, ne sachant pas a priori s'il
dispose de "peu" ou de "beaucoup" d'exemples (au sens défini ci-dessus), le concepteur
essaiera souvent différentes valeurs de D. Si l'on se rappelle qu'à partir d'une base
d'apprentissage, il est recommandé de procéder à plusieurs initialisations des poids de façon à
diminuer le risque de minima locaux, on arrive très vite à un nombre d'apprentissages très
élevé. En soi, ceci n'est pas grave si les résultats de ces différents essais sont cohérents. Dans
le cas contraire, le découragement peut rapidement intervenir…

Dans les chapitre 3 à 5, nous verrons comment remédier à ces difficultés par une approche
originale du leave-one-out.
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2.4 La régularisation

Ce terme désigne une série de techniques visant à privilégier les modèles les plus réguliers
possible. Ceci part d'un constat simple : le surajustement se traduit le plus souvent par un
modèle dont la sortie possède, aux endroits où celui-ci s'est ajusté au bruit, une courbure
élevée.

La régularisation peut être effectuée de deux manières :

•  en arrêtant l'apprentissage prématurément (early stopping), c'est-à-dire avant que ne soit
atteint un minimum de la fonction de coût,

•  en ajoutant un terme de pénalisation à la fonction de coût (par exemple par la méthode de
"weight decay", présentée plus loin dans le paragraphe 2.4.2).

2.4.1 Early stopping

Cette méthode consiste à arrêter l'apprentissage avant qu'il ne commence à s'ajuster au bruit
contenu dans les points d'apprentissage, même si un minimum de la fonction de coût n'est pas
atteint. Pour cela, on part :

•  d'une architecture surdimensionnée, c'est-à-dire susceptible de conduire à un
surajustement si on laissait l'apprentissage se poursuivre jusqu'à convergence,

•  d'une partition des exemples disponibles en une base d'apprentissage et une base de
validation.

On réalise alors l'apprentissage jusqu'au moment où les performances sur l'ensemble de
validation atteignent un minimum. Ceci est représenté schématiquement sur la figure 2.4.

Itérations

EQM

Apprentissage

Validation

Figure 2.4 : Évolution typique des performances d'apprentissage et de validation

Les reproches que l'on peut faire à cette méthode, qui pourtant donne parfois de bons
résultats, concernent à la fois sa mise en œuvre et sa "philosophie".

De même que pour la validation croisée, la meilleure façon de répartir les exemples
disponibles en base d'apprentissage / de validation n'est pas définie, mais doit être étudiée au
cas par cas, ce qui entraîne des problèmes de reproductibilité des résultats obtenus. Par
ailleurs, il n'est plus question ici de procéder d'abord à la recherche de la taille d'architecture
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optimale puis de regrouper les bases d'apprentissage et de validation pour avoir une meilleure
estimation des paramètres du modèle.

Enfin, cette méthode - dans son principe même - va à l'encontre de la propriété de parcimonie
des réseaux de neurones, puisqu'elle utilise des modèles surdimensionnés. Dans la littérature,
il n'est pas rare de rencontrer des applications comportant beaucoup plus de paramètres
ajustables que d'exemples (voir par exemple [Nelson 91]) ! Pour le concepteur qui cherche à
utiliser un minimum de coefficients de manière à avoir un maximum de confiance sur leur
estimation, une telle approche ne peut qu'éveiller des soupçons, mais elle est parfois
incontournable, par exemple dans le domaine du traitement d'images.

En résumé, la régularisation de la fonction par early stopping est encore utilisée, car elle est
rapide et simple à mettre en œuvre.

Dans [Sjöberg 92], les auteurs montrent que l'arrêt prématuré de l'apprentissage revient à
utiliser un terme de pénalisation dans la fonction de coût, ce qui justifie la classification de
l'early stopping parmi les méthodes de régularisation.

2.4.2 Pénalisation de la fonction de coût (weight decay)

La deuxième façon d'influer sur la régularité du modèle consiste à introduire des contraintes
dans la fonction de coût à minimiser. Nous ne détaillerons ici que la technique la plus connue
(le weight decay), qui consiste à ajouter à la fonction de coût un terme proportionnel à la
norme du vecteur des paramètres ajustables3.

L'idée est ici de privilégier les modèles possédant de petits coefficients (en valeur absolue).
La relation entre la taille des coefficients et la régularité de la fonction se comprend aisément
en considérant la fonction réalisée par un neurone à une entrée :

( )xwwy 10tanh +=

Le paramètre w0 ainsi que la plage de variation de la variable x étant fixés, cette fonction est
d'autant plus régulière que la valeur absolue du paramètre w1 est petite :

•  si w1 est très faible, la fonction sera quasiment linéaire,

•  si w1 est très grand, la fonction s'apparentera à un échelon.

On considère donc un terme ∑=Ω
i

iw2 , pour lequel la somme s'effectue sur tous les

coefficients du réseau, y compris les biais. Ce terme est le même que celui rencontré dans la
méthode dite de ridge regression (voir [Saporta 90]), utilisée dans le cadre de régressions
linéaires par rapport aux paramètres. Dans les deux cas, l'objectif est de limiter la variance
d'un modèle en utilisant un estimateur biaisé.

                                                
3 Une autre méthode consiste à pénaliser directement les fonctions à forte courbure par l'ajout - à la fonction de
coût - de la norme du vecteur dérivée seconde de la sortie du modèle. Le lecteur intéressé par l'application de
cette méthode aux réseaux de neurones pourra consulter l'article [Bishop 93].



20 Chapitre 2. Généralisation et estimation des performances

Toute la difficulté du weight decay réside dans le dosage optimal entre la fonction de coût
initiale et le terme de régularisation. Pour cela, on écrit la nouvelle fonction de coût sous la
forme :

J * = J + ν Ω (2.1)

Si l'on choisit ν trop grand, le modèle risque d'avoir un biais élevé. Inversement, si ν est trop
petit, l'effet du terme de régularisation est trop faible, ce qui se traduit par une variance
élevée. La grandeur ν devient donc en fait un paramètre, à estimer au même titre que les poids
du réseau : elle est souvent désignée sous le nom d'hyperparamètre.

La seule véritable réponse apportée à l'estimation de cet hyperparamètre et de son
interprétation est une approche bayesienne des réseaux de neurones décrite dans [MacKay 92]
et d'autres publications du même auteur. Sans détailler les fondements théoriques ni la
manière de mettre en œuvre les techniques bayesiennes, les avantages de cette approche sont :

•  l'utilisation de tous les exemples d'apprentissage pour sélectionner et estimer les
paramètres du modèle,

•  l'accès immédiat aux intervalles de confiance.

Il s'agit cependant d'une technique assez compliquée à mettre en œuvre, et peu utilisée dans
des applications pratiques.

2.5 Le surajustement

2.5.1 Discussion : qu'est-ce que le surajustement ?

Après cette revue des outils les plus fréquemment utilisés dans le domaine des réseaux de
neurones pour sélectionner le meilleur modèle tout en évitant les solutions surajustées, les
questions suivantes se posent :

•  quelle est l'origine exacte du surajustement ?

•  quelle démarche faudrait-il mettre en œuvre pour régler ce problème à la base ?

Le surajustement caractérise une fonction dont la complexité - c'est-à-dire le nombre et la
nature des degrés de libertés - est telle qu'elle est capable de s'ajuster exactement aux
exemples d'apprentissage, même si ceux-ci sont entachés de bruit. Ce phénomène est donc - à
l'origine - un phénomène local : dans certains domaines des entrées, la fonction utilise
localement certains de ses degrés de liberté de manière à passer précisément par certains
exemples.

Cette définition du surajustement suppose que tous les exemples ont la même importance et
que l'on recherche effectivement une solution dont la réponse est - en moyenne - satisfaisante.
Généralement, cette hypothèse est formalisée dans la fonction de coût choisie.

Ainsi, pour éviter le surajustement, il faudrait limiter l'influence de chaque exemple sur
l'estimation des poids du modèle. Les valeurs de ceux-ci doivent être déterminées par
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l'ensemble de la base d'apprentissage, et non par un exemple particulier (on retrouve ici le
dilemme biais/ variance).

Dans cette optique, les méthodes précédentes ne s'attaquent pas directement au fond du
problème :

•  la validation croisée et l'early stopping sont des méthodes palliatives, qui n'empêchent pas
le surajustement, mais permettent de le détecter : on se sert d'une base de validation pour
détecter les zones de forte courbure de la sortie du modèle, entraînées par l'ajustement trop
précis de la sortie du modèle aux exemples d'apprentissage,

•  le weight decay est une heuristique : l'équivalence entre le fait que les poids du réseau
soient "grands" et le surajustement n'a - à notre connaissance - jamais été démontrée ni
dans un sens ni dans l'autre. Certes, elle se comprend intuitivement et [Bartlett 97] a
montré que, pour avoir une bonne capacité de généralisation, la taille des poids est plus
importante que la taille du réseau. Cependant, ceci pourrait très bien se révéler inexact
dans tel ou tel cas particulier : cela dépend de la forme réelle de la fonction à approcher.

L'objectif que l'on a cherché à atteindre dans ce travail est le suivant : trouver un moyen de
résoudre à la base le problème du surajustement. Pour cela, après quelques éléments sur la
détection du surajustement, nous présenterons une étude détaillée de la théorie et de la mise
en œuvre du leave-one-out.

2.5.2 Détection du surajustement

La détection du surajustement se fonde sur la détermination du rang de la matrice Z.
Cependant, il est difficile de vérifier - numériquement - si une matrice est de rang plein. Nous
proposons donc de considérer la matrice H = Z (tZ Z)-1 tZ, qui est la matrice de projection
orthogonale sur le sous-espace des solutions : si Z est de rang plein, et dans ce cas seulement,
H doit vérifier les propriétés suivantes :

∀ i ∈  [1, ..., N]  0 ≤ hii ≤ 1 où hii est le ième terme diagonal de H (2.2)

trace (H) = hiiΣ
i

N

= rang (Z) (2.3)

De plus, dans le cas où la matrice Z possède une colonne dont tous les termes sont égaux, par
exemple égaux à 1, c'est-à-dire si le modèle comporte un terme ajustable constant (appelé
"biais" dans le contexte des réseaux de neurones) :

∀ i ∈ [1, ..., N] 1
N

≤ hii
(2.4)

Théoriquement, les termes {hii}i = 1, ..., N ne sont définis que dans le cas où tZ Z est inversible,
c'est-à-dire dans le cas où Z est de rang plein. Dans le cas contraire, le sous-espace de RN

défini par les vecteurs colonnes de Z (sous-espace appelé "sous-espace des solutions") n'est
pas, au point correspondant à la solution des moindres carrés, de dimension q.
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Ceci est caractéristique du surajustement : en effet, cela signifie que le modèle dispose,
localement, de plus de paramètres ajustables que d'exemples4. Par analogie avec la résolution
d'un système linéaire, le modèle dispose, localement, de plus d'inconnues que d'équations, ce
qui conduit à une indétermination.

Contrairement à ce que l'on pourrait supposer, le surajustement ne traduit donc pas réellement
la présence de paramètres "inutiles", mais plutôt la "sous-détermination" de certains
paramètres.

De plus, il a été montré [Saarinen 93] qu'une déficience dans le rang de la matrice jacobienne
a un effet négatif sur l'efficacité des algorithmes du second ordre. Récemment, [Zhou 98] a
suggéré une procédure dans laquelle le rang de la matrice jacobienne est aussi réduit que
possible, et le réseau est élagué lors de l'apprentissage : les résultats obtenus ainsi présentent
une légère amélioration (en termes d'erreur quadratique moyenne sur un ensemble de test), par
rapport à des modèles dont les paramètres sont estimés par des algorithmes conventionnels du
second ordre. Nous proposons d'utiliser le même principe à un niveau différent.

D'après les relations (2.2), (2.3) et (2.4), trois cas sont à considérer :

1. (au moins) une des valeurs singulières de la matrice Z est égale à zéro : alors rang (Z) < q
et les termes diagonaux {hii}i = 1, ..., N ne peuvent être calculés. Il y a donc au moins un des
paramètres du modèle qui est sous-déterminé, ce qui se traduit par un surajustement.

2. aucune des valeurs singulières de la matrice Z n'est égale à zéro, mais les valeurs calculées
{hii}i = 1, …, N ne satisfont pas les relations (2.2) à (2.4) : comme dans le premier cas, Z n'est
pas de rang plein. L'absence de valeurs singulières nulles résulte alors de problèmes de
précision des calculs.

3. toutes les valeurs singulières sont non nulles et les {hii}i = 1, …, N calculés satisfont les trois
conditions (2.2) à (2.4).

Par abus de langage, nous désignerons les minima pour lesquels la matrice jacobienne est de
rang plein sous le terme "minima de rang plein". Dans le cas contraire, nous parlerons de
"surajustement avec déficience du rang".

Un calcul des {hii}i = 1, …, N fondé sur une décomposition de Z en valeurs singulières est
présenté en Annexe 1.

Pratiquement, lors d'essais sur différents problèmes, nous avons effectivement constaté les
phénomènes suivants :

•  lorsque les {hii}i = 1, …, N calculés ne satisfont pas aux relations (2.2) à (2.4), il y a au moins
un neurone caché dont les poids sont très grands et ne contribuent donc pas à la
constitution d'un modèle dont la sortie est régulière,

                                                

4 Prenons par exemple le cas de deux coefficients ne servant qu'à ajuster la valeur de la sortie d'un exemple
particulier de la base d'apprentissage : les deux colonnes correspondantes de la matrice Z sont composées de
zéros, sauf pour la ligne correspondant à l'exemple en question, ce qui explique la déficience globale du rang de
Z.
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•  lorsque l'erreur résiduelle sur un exemple i est très petite (de plusieurs ordres de grandeurs
par rapport à l'écart-type du bruit), le hii correspondant est systématiquement supérieur à 1,
c'est-à-dire incompatible avec la relation (2.2).

Ceci confirme que les modèles pour lesquels les relations (2.2) à (2.4) ne sont pas satisfaites
sont des modèles surajustés. Dans la pratique, pour une architecture donnée, on réalise
plusieurs apprentissages, en partant à chaque fois d'initialisations aléatoires des poids, et l'on
garde le modèle le plus satisfaisant pour le problème posé. Par conséquent, les conditions
(2.2) à (2.4) peuvent être utilisées pour éliminer les modèles qui sont certainement surajustés.
La figure 2.5 montre un exemple de modèle ne satisfaisant pas aux relations (2.2) à (2.4) : les
hii correspondant aux trois exemples désignés sont supérieurs à 1. Ceci correspond
effectivement à un surajustement du modèle par rapport aux exemples d'apprentissage.

Tout cela repose sur l'hypothèse selon laquelle la déficience du rang de Z n'est pas due à une
redondance de coefficients structurelle, due à l'architecture du modèle utilisé (voir Annexe 2).

-0,5

0

0,5

1

1,5

-2 3 8 13

Points d'apprentissage

Sortie du modèle

hii > 1

Figure 2.5 : Exemple de modèle présentant trois hii calculés supérieurs à 1

Nous verrons dans les chapitres 3 et 4 qu'une déficience dans le rang de Z est une condition
suffisante mais non nécessaire pour attester de la présence d'un surajustement : nous
montrerons ainsi que les {hii}i = 1, …, N peuvent être utilisés de manière plus subtile.

2.6 Les intervalles de confiance

2.6.1 Introduction

La notion d'intervalle de confiance est étroitement liée à celle de variable aléatoire : établir un
intervalle de confiance - au seuil de confiance 1 - α - pour une valeur aléatoire Y, c'est trouver

un intervalle qui, avec une probabilité 1 - α, contient la valeur de l'espérance mathématique
de Y.

Il existe différentes manières d'estimer des intervalles de confiance pour la sortie d'un modèle
non linéaire : [Tibshirani 96]. Il s'agit essentiellement des méthodes analytiques décrites dans
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[Seber 89], des approches par ré-échantillonnage, type "boostrapping" [Efron 93] et des
méthodes basées sur l'approche bayesienne et le weight decay [De Vaux 98]. Nous avons
choisi, pour une raison sur laquelle nous reviendrons plus tard, d'utiliser la première de ces
approches.

Il a été montré que, dans l'hypothèse d'un bruit de mesure gaussien, et si le modèle hypothèse
est vrai (c'est-à-dire si la famille de fonctions considérée contient la fonction de régression
inconnue), alors un intervalle de confiance approché pour l'espérance mathématique de la
sortie E(Yp | x), avec un niveau de confiance 1-α, est donné par :

E Yp x ∈ f x, θLS ± tα
N – q s zt Zt Z

– 1
z , (2.5)

expression dans laquelle :

•  θLS est la solution des moindres carrés obtenue par apprentissage,

•  tα
N – q  désigne la valeur prise par une variable de Student à N - q degrés de liberté avec un

niveau de confiance 1-α,

•  s est une estimation de l'écart-type du bruit de mesure, estimation sur laquelle nous
reviendrons dans le chapitre 4, paragraphe 4.4.

Cet intervalle de confiance suppose en outre que la matrice tZ Z est inversible, c'est-à-dire que
la matrice jacobienne Z est de rang plein. On ne peut donc pas calculer d'intervalles de
confiance sur la sortie de modèles qui présentent un surajustement avec déficience de rang,
argument supplémentaire pour ne pas considérer ces modèles.

Nous nous proposons ici de répondre à deux questions fréquemment posées au sujet des
intervalles de confiance.

2.6.2 Différence entre performance du modèle et intervalle de confiance ?

Pour répondre convenablement à cette question, il convient tout d'abord de rappeler ce que
l'on entend par performance du modèle. La performance (sous-entendu "de généralisation")
du modèle est une mesure de la différence entre la réalité et la prédiction du modèle, sur un
ensemble représentatif de données. Pour cela, à partir de l'hypothèse (1.4), nous avions
supposé que le bruit de mesure était gaussien. En caractérisant le modèle par son écart-type
résiduel s, on obtient par conséquent une grandeur directement comparable à l'écart-type du
bruit de mesure. Si le modèle hypothèse est vrai, alors la performance de généralisation est
égale à l'écart-type du bruit de mesure de la sortie du processus.

Par une démonstration similaire à celle conduisant à la formule (2.5), on peut montrer que,

pour tout x fixé, la variable aléatoire 
yp x – E Yp x

S
 suit asymptotiquement une loi de

Student à N - q degrés de liberté, et ainsi donner un deuxième intervalle de confiance pour
E(Yp | x), centré cette fois-ci sur la sortie mesurée, avec un niveau de confiance de 1-α :

E Yp x ∈ yp x ± tα
N – q s , (2.6)
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En résumé, la performance d'un modèle est définie par une estimation de l'écart type résiduel :
il s'agit d'une grandeur moyenne caractérisant un modèle. En revanche, l'intervalle de
confiance sur la prédiction du modèle est une grandeur qu'il faut calculer pour chaque vecteur

d'entrée x, puisque son expression fait intervenir la grandeur z x =
∂ f (x, θ)

∂θ θ = θLS

. Il s'agit

en fait de la précision avec laquelle le modèle est capable d'ajuster localement sa sortie,
compte tenu des exemples et des degrés de liberté disponibles.

Dans la représentation traditionnelle du plan (mesure, prédiction), les deux intervalles de
confiance doivent donc être distingués et représentés perpendiculairement l'un à l'autre
(figure 2.6).

Prédiction

Mesure

yp x

f x, θLS

2 tα
N – q s

2 tα
N – q s zt Zt Z

– 1
z

Figure 2.6 : Intervalles de confiance sur la mesure et sur la prédiction

De plus, il existe - pour les exemples d'apprentissage - un lien entre ces deux intervalles de
confiance. En effet, nous avons montré dans le paragraphe 2.4.2 que :

z it Zt Z
– 1

z i = hii ≤ 1 (2.7)

En résumé :

•  la performance du modèle permet de définir un intervalle de confiance sur la mesure,
intervalle qui est le même quel que soit le vecteur d'entrée x,

•  l'intervalle de confiance sur la prédiction du modèle doit être calculé pour chaque vecteur
d'entrée x. Il est égal à l'intervalle de confiance sur la mesure multiplié par un facteur qui,
pour tous les exemples d'apprentissage, est inférieur ou égal à 1.

Considérons par exemple le modèle de la figure 2.7. Il s'agit de modéliser un processus à une
entrée à partir des exemples représentés. La sortie du modèle est représentée par une ligne
continue ; l'intervalle de confiance à 95 % sur la sortie du modèle par une zone grisée.

Le tracé (mesure, prédiction), pour les points d'apprentissage de l'exemple précédent, est
représenté sur la figure 2.8. L'intervalle de confiance sur la mesure, qui est le même pour tous
les points, n'y a été représenté qu'une seule fois afin de pas nuire à la lisibilité du graphique.
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Figure 2.7 : Exemple de modélisation avec intervalle de confiance associé
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Figure 2.8 : Intervalles de confiance sur la mesure et sur la prédiction pour le modèle de la
figure 2.7

Enfin, pour être plus complet, précisons qu'il est possible de combiner les deux expressions
(2.5) et (2.6), en supposant qu'elles sont statistiquement indépendantes, afin d'obtenir un
intervalle de confiance approché sur la réalisation de la variable aléatoire Yp | x, toujours en
supposant le modèle hypothèse vrai. À un niveau de confiance 1 - α, l'expression approchée
de cet intervalle vaut (voir [Seber 89], page 193) :

Yp x ∈ f x, θLS ± tα
N – q s 1 + zt Zt Z

– 1
z (2.7)

Cependant - dans la pratique - sachant que ces deux notions ne sont pas indépendantes, il est
plus prudent de considérer séparément l'incertitude sur la sortie du modèle et l'incertitude sur
la mesure de la sortie du processus.
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2.6.3 Comment interpréter les intervalles de confiance ?

De manière générale, les intervalles de confiance sur la sortie d'un modèle permettent de
statuer sur la validité d'une prédiction. Il est néanmoins utile de les interpréter avec plus de
précision.

Comme nous venons de le montrer, l'intervalle de confiance est une grandeur locale, à
calculer pour chaque vecteur x de l'espace des entrées. Cet intervalle correspond à la précision
avec laquelle on est capable d'ajuster localement le modèle. Elle doit donc nous permettre de
détecter les zones de l'espace des entrées où il n'y a pas assez d'exemples d'apprentissage.

Il ne s'agit pas pour autant (ou pas seulement) d'une mesure de la densité d'exemples au
voisinage d'un vecteur d'entrée x. Pour s'en convaincre, examinons l'exemple de la figure 2.9.
Il s'agit d'une régression linéaire dont les paramètres sont estimés à partir d'un ensemble
d'exemples répartis en deux groupe disjoints.

Dans le cas d'un modèle linéaire, il est facile de vérifier que tz (tZZ)-1 z est une fonction
quadratique des entrées du modèle. Ce comportement quadratique se retrouve effectivement
sur la figure 2.9 et l'on constate que les intervalles de confiance sont plus faibles dans
l'intervalle des entrées [3 ; 7], où il n'y a pas de points, qu'aux endroits où l'on dispose
d'exemples. Ceci est tout à fait normal si la fonction de régression du processus est
effectivement linéaire. Dans le cas contraire, par exemple si la fonction de régression
présentait une bosse au milieu, il faudrait que l'on dispose d'exemples supplémentaires, de
façon à justifier l'utilisation d'un modèle plus compliqué qu'un modèle linéaire.
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Figure 2.9 : Intervalles de confiance sur une régression linéaire estimée à partir d'un
ensemble d'exemples répartis en deux sous-groupes disjoints

Considérons maintenant le cas de la figure 2.10, pour lequel l'intervalle où il n'y a pas de
points est plus petit que précédemment, mais contient manifestement une non-linéarité de la
fonction de régression. Le modèle considéré est un réseau de neurones à un neurone caché
avec terme direct.
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Figure 2.10 : Intervalles de confiance traduisant l'incertitude sur le positionnement d'une
non-linéarité

Sur cet exemple, l'incertitude sur le positionnement de la non-linéarité - compte tenu des
points disponibles - se traduit par des intervalles de confiance localement très élevés. Il suffit
de rajouter quelques points (cf. figure 2.11) pour que cette incertitude soit levée.

Ici encore, le modèle de la figure 2.11 ainsi que les intervalles de confiance associés, ne sont
exacts que si le modèle-hypothèse à 1 neurone caché et terme direct est vrai. Cependant,
compte tenu des deux exemples ajoutés, il n'y a aucune raison de soupçonner, de la part du
processus, un comportement autre que celui modélisé.
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Figure 2.11 : Intervalles de confiance après ajout de deux exemples dans la zone d'incertitude

En résumé, les intervalles de confiance sont bien plus qu'une simple mesure de la densité
d'exemples au voisinage d'un point de l'espace des entrées car ils tiennent également compte
de la non-linéarité locale du modèle. En fait, les intervalles de confiance traduisent
l'incertitude sur le positionnement d'une courbe moyenne (la sortie du modèle), compte tenu
des exemples disponibles et de la complexité de la famille de fonctions utilisée. Ils s'avèrent
donc constituer une aide indispensable. On trouve, dans la plupart des ouvrages sur la
régression non linéaire ([Seber 89] ou [Bates 88]), diverses expressions des intervalles de
confiance pour des modèles linéaires et non linéaires.
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Il convient cependant de les utiliser avec précaution car des intervalles de confiance restreints
ne garantissent pas forcément l'exactitude du modèle : ils peuvent provenir d'un manque
d'exemples dans une région où l'interpolation la plus simple ne s'avère pas exacte. Pas plus
que les autres méthodes de modélisation, les réseaux de neurones ne sont capables
d'extrapoler des comportements non décelables sur les exemples d'apprentissage.

Nous reviendrons sur leur utilisation dans le cadre de la sélection de modèles au chapitre 4.

2.7 Bornes sur les performances de généralisation

L'obtention de bornes sur l'erreur de généralisation d'un modèle est un sujet ouvert qu'étudient
beaucoup de théoriciens.

Le problème peut être posé de la manière suivante :

Étant donné un modèle ou encore une famille de fonctions, un algorithme d'apprentissage
pour cette famille, et une mesure empirique fondée sur une base de N exemples, est-il
possible, pour toute fonction résultant de l’algorithme d’apprentissage, de borner la
différence entre la performance réelle de généralisation et sa mesure empirique ?

Les bornes obtenues sont valides avec une certaine probabilité sur l’ensemble d’apprentissage
et permettent d’obtenir un intervalle de confiance sur l'estimation des performances de
généralisation du modèle. Cet intervalle est alors valable quelle que soit la probabilité portant
sur les données du problème et concerne toutes les fonctions du modèle. Les théorèmes
concernant ces bornes sont donc des théorèmes de convergence uniforme en probabilité et
c’est pour cette dernière raison qu’ils sont souvent cités comme étant des résultats au pire
cas : ils sont valables pour toutes les fonctions du modèle et pas seulement pour la fonction
obtenue par l’algorithme d’apprentissage.

Les bornes décroissent généralement avec le nombre d'exemples N et conduisent alors à
calculer le nombre minimal d'exemples à fournir pour être sûr à 1 - α % que notre estimation
de la performance de généralisation ne diffère de la véritable performance de généralisation
que d'une quantité ε choisie préalablement.

Tous ces travaux se fondent de près ou de loin sur l’approche de Vapnik et Chervonenkis dont
une présentation peut se trouver dans [Bottou 97], ou directement dans [Vapnik 82]. La notion
de dimension de Vapnik-Chervonenkis (ou VC-dimension), qui caractérise la capacité d'un
modèle (voir par exemple [Euvrard 93]), est centrale.

Dans la pratique, ces bornes sont extrêmement difficiles à obtenir et nécessitent un grand
nombre de données (typiquement 100000) pour être intéressantes. Calculer la VC-dimension
ou d’autres dimensions combinatoires pour utiliser les théorèmes de convergence uniforme
est fastidieux et, souvent, seule une estimation assez lâche de ces dimensions est disponible.
À l’heure actuelle, ces approches théoriques ne fournissent pas de résultats pratiques. Leur
intérêt est essentiellement de donner des indications sur comment choisir un modèle par
rapport à un autre en exhibant des caractéristiques utiles pour le contrôle de la performance de
généralisation.
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Concernant l'estimation des performances de généralisation par leave-one-out, il est
nécessaire (voir [Kearns 97]), pour obtenir de telles bornes, que l'algorithme utilisé ait une
certaine stabilité, c'est-à-dire que la solution obtenue en supprimant un exemple de la base
d'apprentissage ne soit pas trop éloignée de la solution obtenue sur tous les exemples. Cette
notion de stabilité a été formalisée de deux manières différentes par [Devroye 79] et
[Kearns 97], dans les deux cas sous la forme "stable à δ près dans 1- β % des cas".

En particulier, [Kearns 97] montre que, sous réserve de stabilité et par rapport à la vraie
performance de généralisation, l’estimation obtenue par leave-one-out n'est jamais pire que
l’estimation fournie par l’erreur empirique d'apprentissage.

En fait, toute la difficulté réside dans la détermination des propriétés de stabilité de tel ou tel
algorithme. Dans le cas d'une minimisation de l'erreur quadratique, l'ajout d'un terme de
pénalisation de la fonction de coût (weight decay) semble être une possibilité pour obtenir une
certaine forme de stabilité (voir [Bartlett 97]), mais ceci reste à préciser.

Dans les chapitres suivants, nous ne considérerons pas cette question des bornes, dont
l'utilisation pratique n'est pas envisageable pour l'instant. Tout au long de ce mémoire, nous
utiliserons néanmoins l'erreur quadratique moyenne obtenue par leave-one-out pour estimer
les performances de généralisation d'un modèle. Nous montrerons pourquoi, dans certains cas,
cette estimation n'est pas raisonnable, ce qui nous amènera à définir une manière plus fiable
de procéder.
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3 ETUDE THEORIQUE DU LEAVE-ONE-OUT

Résumé

Dans le cas d'un modèle non-linéaire par rapport aux paramètres, il est possible d'obtenir

une approximation de la solution des moindres carrés θLS en effectuant un développement de
Taylor au premier ordre de la sortie du modèle. On utilise également cette approche pour
estimer la solution des moindres carrés θLS

(–i)  obtenue après avoir supprimé l'exemple i de la

base d'apprentissage. En combinant ces deux expressions, on obtient une relation approchée

entre θLS et θLS
(–i) , expression qui est valable sous réserve que les deux développements de

Taylor le soient, c'est-à-dire que la courbure du sous-espace des solutions soit suffisamment
faible.

On utilise la relation précédente pour prédire l'effet du retrait d'un exemple de l'ensemble
d'apprentissage. Ainsi, l'erreur de prédiction sur cet exemple est multipliée par un coefficient
qui tend vers l'infini lorsque hii tend vers 1. De même, l'intervalle de confiance sur la
prédiction de l'exemple retiré de la base d'apprentissage devient infini lorsque hii tend vers 1.
Ceci nous amène à interpréter la grandeur hii comme l'influence de l'exemple i sur
l'estimation des paramètres du modèle : plus hii (qui est positif) est grand et tend vers 1, plus
cette influence est grande.

Afin de comparer l'effet du retrait d'un exemple, tel qu'il est prédit par ces formules, à celui
obtenu par apprentissage, nous avons introduit une classification des modèles en modèles
"propices au leave-one-out" ou non. Il s'agit en réalité de définir les modèles pour lesquels
l'effet du retrait d'un exemple ne peut pas être raisonnablement estimé par apprentissage, et
donc pour lesquels une comparaison avec les résultats des formules de linéarisation n'a pas
de sens. Nous proposons une méthode géométrique qui permet de s'assurer - en partie
seulement - qu'une solution est propice au leave-one-out.

Nous montrons enfin qu'un modèle est souvent non propice au leave-one-out à cause de la
présence d'un exemple à forte influence sur les coefficients et dont le retrait fait converger
l'apprentissage vers un autre minimum de la fonction de coût. Dans ce cas, la seule manière
d'estimer l'effet du retrait de cet exemple sur le modèle est d'utiliser les formules fondées sur
le développement de Taylor.

3.1 Introduction

Lorsqu'un modèle est linéaire par rapport à ses paramètres, on obtient facilement la solution
des moindres carrés en résolvant le système d'équations canoniques. Ce n'est pas le cas pour
les modèles non linéaires par rapport à leurs paramètres ; cependant, en considérant une zone
suffisamment petite de l'espace des paramètres, on peut trouver une expression approchée de
la solution des moindres carrés en réalisant un développement limité au premier ordre de la
sortie du modèle. Après un bref rappel de la démonstration de ce résultat classique (voir par
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exemple [Seber 89]), nous allons montrer comment il peut s'appliquer pour détecter les
modèles surajustés et prédire l'effet du retrait d'un exemple de l'ensemble d'apprentissage.

3.2 Approximation locale de la solution des moindres carrés

Notons θLS la solution des moindres carrés, c'est-à-dire le vecteur des paramètres qui minimise
la fonction de coût quadratique :

J(θ) = t[yp - f(X, θ)] [yp - f(X, θ)] (3.1)

avec f(X, θ) = t[f(x1, θ), ..., f(xN, θ)], où X est la matrice t[x1, ..., xN] de dimensions (N, n).

Si le modèle est linéaire par rapport aux paramètres, c'est-à-dire si f(X, θ) = t[tx1θ, ..., txNθ)],
alors la solution des moindres carrés s'écrit :

θLS = (tX X)-1 tX yp (3.2)

Si le modèle n'est pas linéaire par rapport aux paramètres, il n'existe pas d'expression
similaire. Néanmoins, on peut obtenir une solution locale approchée de la solution des
moindres carrés à partir d'un développement limité de f au voisinage d'un point θ* de l'espace
des paramètres.

Ce développement limité permet d'obtenir une expression approchée de f(X, θ) et donc de

J(θ). La solution des moindres carrés θLS est ensuite obtenue, comme dans le cas linéaire, en
annulant le gradient de J, mais après n'avoir conservé que les termes du premier ordre en
(θ - θ*).

Pour obtenir un développement limité cohérent de ∂ J
∂ θ  au premier ordre en (θ - θ*), il faut

partir d'un développement limité au second ordre de f(X, θ) au voisinage de θ* :

f(X, θ) ≅  f(X, θ*) + Z (θ - θ*) + t(θ - θ*) S (θ - θ*) (3.3)

Dans la formule précédente :

•  Z désigne la matrice jacobienne du modèle, définie par Z = t[z1, ..., zN] où

z i =
∂ f (x i, θ)

∂θ θ = θ*
,

•  S = S(x i) eiΣ
= 1

N

 est un tenseur d'ordre 3 dans lequel S(xi) est une matrice de dimensions

(q, q) définie par S(x i) =
∂2

f (x i, θ)
∂θ j ∂θk θ = θ * j = 1, ..., q

k = 1, ..., q

 et ei est le ième vecteur de la base

orthonormale de ℜ N.

En utilisant (3.3) dans l'expression du coût, on obtient, après dérivation et en négligeant les
termes d'ordre supérieur à 1 en (θ - θ*) :

∂ J
∂ θ = ∂ J

∂ (θ–θ*)
≅ – 2 Zt yp – f (x, θ*) + 2 ZZt – 2 yp

i – f (x i, θ*) S(x i)Σ
i = 1

N

(θ–θ*) (3.4)
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Or, la matrice de dimensions (q, q) située à l'intérieur des accolades n'est autre que le Hessien

de la fonction de coût, définit par H =
∂2

J (θ)
∂θ j ∂θk j = 1, ..., q

k = 1, ..., q

. Dans la pratique, la deuxième partie

du Hessien peut être négligée, ce qui conduit à l'approximation suivante, dite de Levenberg-
Marquardt :

H ≅  2 tZZ (3.5)

Dans tout ce qui suit, on se place dans le cas où la matrice Z est de rang plein, c'est-à-dire
dans un cas où il n'y a ni surajustement avec déficience du rang, ni redondance de
coefficients.

Finalement, en annulant le gradient de J, on obtient une approximation de θLS sous la forme :

θLS ≅  θ* + (tZ Z)-1 tZ [yp - f(X, θ*)] (3.6)

Cette expression est donc valable sous deux hypothèses :

1. le développement limité au second ordre de la fonction de coût est valable, c'est-à-dire que

les termes du second ordre du développement limité de ∂ J
∂ θ  sont négligeables par rapport

aux termes du premier ordre,

2. le Hessien de la fonction de coût peut être approché par 2 tZZ, comme discuté dans
[Bishop 95].

Dans le cas d'un modèle linéaire par rapport à ses paramètres, la relation (3.6) n'est pas une
approximation, mais une égalité. Cette approche a été utilisée par plusieurs auteurs dans des
buts différents, y compris pour estimer des intervalles de confiances sur les paramètres et sur
les prédictions du modèle (voir par exemple [Seber 89]).

Si ce résultat (formule 3.6) est classique, il est important d'insister sur sa démonstration, et sur
les deux hypothèses permettant d'y arriver. En effet, il est possible d'arriver au même résultat
en partant d'un développement de Taylor de f au premier ordre, ce qui conduit à oublier le
second terme du Hessien de J au lieu de le négliger (voir [Seber 89]).

3.3 Effet du retrait d'un exemple de l'ensemble d'apprentissage

Nous allons montrer comment l'approximation de la solution des moindres carrés peut être
utilisée pour prédire l'effet du retrait d'un exemple de l'ensemble d'apprentissage.

Dans tout ce qui suit, toutes les grandeurs concernant les modèles dont l'apprentissage a été
réalisé à l'aide de tous les exemples sauf le ième seront munies d'un exposant (-i). Ainsi,
f (-i)(X, θ) et yp

(-i) sont des vecteurs de dimension N - 1, de même que Z(-i) est une matrice de
dimensions (N - 1, q). Inversement, toutes les grandeurs sans exposant feront référence à des
modèles ajustés sur les N exemples. Par ailleurs, la différence entre la sortie mesurée et la
prédiction d'un modèle sera appelée "résidu" si l'exemple correspondant fait partie de la base
d'apprentissage, et "erreur" dans le cas contraire.
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3.3.1 Effet du retrait d'un exemple sur sa prédiction

Si l'on suppose que le retrait de l'exemple i de la base d'apprentissage ne provoque qu'une
légère modification de la solution des moindres carrés, alors on peut, de même que pour la

relation (3.6), établir une expression approchée de θLS
(–i)  au voisinage de θ* :

θLS
(–i) ≅ θ* + Z (–i)t Z (–i) – 1

Z (–i)t [yp
(–i) – f (–i)(X , θ*)] (3.7)

En combinant (3.6) et (3.7), on obtient le résultat suivant (voir par exemple [Antoniadis 92]) :

θLS
(–i) ≅ θLS – Zt Z

– 1
z i Ri

1 – hii

(3.8)

dans lequel zi est le vecteur dont les éléments constituent la ième colonne de la matrice Z, et Ri

est le résidu du ième exemple : Ri = ypi - f(xi, θLS) = ypi - f(xi, θ*) - tzi θLS et hii est la ième

composante de la projection, sur le sous-espace des solutions, du vecteur unité le long de l'axe

i : hii = tzi (tZ Z)-1 zi. La démonstration de la relation (3.8) est donnée en Annexe 3.

Ceci nous permet d'estimer l'erreur Ri
(-i) sur la prédiction du ième exemple quand celui-ci est

retiré de la base d'apprentissage : Ri
(–i) = yp i – f (x i, θ*) – z it θLS

(–i) . On a donc :

Ri
(–i) ≅ Ri + z it θLS – θLS

(–i) . En utilisant la relation (3.8), on obtient la même relation que dans

le cas linéaire :

Ri
(–i) ≅ Ri

1 – hii

(3.9)

De même, en utilisant les formules précédentes, on trouve une approximation de la fonction
de coût quadratique :

J(θLS
(–i)) ≅ J(θLS) –

Ri
2

1 – hii

(3.10)

Une idée analogue a été proposée par [Larsen 96] et [Sorensen 96]. Cependant, l'utilisation
que ces auteurs ont faite de leur développement limité n'était pas correcte : pour s'en rendre
compte, il suffit de remarquer que leurs résultats, contrairement aux formules (3.8) à (3.10),
ne sont pas exacts dans le cas d'un modèle linéaire.

Les figures 3.1.b et 3.1.c permettent d'apprécier la précision des formules (3.9) et (3.10), dans
le cas du modèle considéré sur la figure 3.1.a. La figure 3.1.b représente l'erreur de prédiction
pour chaque exemple extrait de l'ensemble d'apprentissage, en fonction de l'erreur estimée par
la relation (3.9). De même, la figure 3.1.c représente les valeurs de la fonction de coût
obtenues après retrait de chaque exemple, par apprentissage et à l'aide de la relation (3.10).
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Figure 3.1.a : Ensemble d'apprentissage et modèle considéré
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Figure 3.1.b : Erreurs sur exemple retiré,
par apprentissage et formule (3.9)

Figure 3.1.c : Coûts avec exemple retiré,
par apprentissage et formule (3.10)

3.3.2 Effet du retrait d'un exemple sur l'intervalle de confiance de sa prédiction

Dans le chapitre 2, nous avons indiqué l'expression approchée d'un intervalle de confiance sur
la sortie du modèle, dans l'hypothèse d'un bruit de mesure gaussien, et en supposant le
modèle-hypothèse vrai. Rappelons qu'à un niveau de confiance 1 - α, l'intervalle de confiance
approché pour E(Yp | x) est :

E Yp x ∈ f x, θLS ± tα
N – q s zt Zt Z

– 1
z , (3.11)

Pour l'exemple numéro i de la base d'apprentissage, l'intervalle de confiance précédent s'écrit
donc :

E Yp x i ∈ f x i, θLS ± tα
N – q s hii

(3.12)
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Ainsi, d'après la propriété (2.2), la demi-largeur de l'intervalle de confiance sur les exemples
d'apprentissage est inférieure à tα

N – q s .

Par ailleurs, l'expression (3.12) montre que l'approche analytique des intervalles de confiance
fait intervenir la même grandeur (hii) que les grandeurs associées au retrait d'un exemple de la
base d'apprentissage, ce qui est normal car les deux approches utilisent le même
développement limité. C'est la raison pour laquelle nous avons choisi cette expression des
intervalles de confiance. Nous verrons dans le chapitre 4 comment exploiter cette similitude
dans le cadre de la sélection de modèles.

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré que l'on peut estimer à la fois la valeur de la
fonction de coût (3.10), après avoir retiré un exemple de la base d'apprentissage, et l'erreur de
prédiction (3.9) sur cet exemple. De la même façon, il est possible d’estimer les intervalles de
confiance sur cette prédiction.

Étant donné un vecteur d'entrée xi, l'intervalle de confiance approché pour l'espérance
mathématique de Yp, avec un niveau de confiance 1 - α, est, pour le modèle obtenu après
avoir supprimé l'exemple i de la base d'apprentissage :

E (–i) Yp x i ∈ f x i, θLS
(–i) ± tα

N – q – 1 s(–i) z it Z (–i)t Z (–i) – 1
z i (3.13)

Notons h ii
(–i) = z it Z (–i)t Z (–i) – 1

z i . D'après le lemme d'inversion matricielle présenté en

Annexe 3, on montre facilement que :

hii
(–i) ≅

hii

1 – hii

,
(3.14)

et que cette relation est une égalité dans le cas d'un modèle linéaire. En combinant (3.9),
(3.13) et (3.14), on obtient l'expression suivante :

E (–i) Yp x i ∈ f x i, θLS –
hii

1 – hii

Ri ± tα
N – q – 1 s(–i)

hii

1 – hii

.
(3.15)

Dans l'expression précédente, la seule inconnue reste l'estimation s (-i) de la performance de
généralisation du modèle ajusté sans l'exemple i. Dans le cas où l'on utilise la valeur de J pour
estimer cette performance, s (-i) se déduit de s par la formule (3.10). Dans les autres cas, nous
supposerons que s (-i) ≈ s.

3.3.3 Interprétation des hii

En résumé, l'approximation de la solution des moindres carrés permet d'estimer l'effet du
retrait d'un exemple sur toutes les grandeurs utilisées lors d'une modélisation non linéaire,
notamment par réseaux de neurones, y compris sur les intervalles de confiance.

En examinant le récapitulatif du tableau 3.1, il apparaît que les {hii}i = 1, ..., N jouent un rôle
déterminant dans l'estimation de l'influence de chaque exemple sur le modèle.



Chapitre 3. Etude théorique du leave-one-out 37

Base d'apprentissage Tous les exemples Exemple i retiré

Solution des moindres carrés θLS θLS – Zt Z
– 1

z i Ri

1 – hii

Coût J(θLS) J(θLS) –
Ri

2

1 – hii

Prédiction de l'exemple i f x i, θLS f x i, θLS –
hii

1 – hii

Ri

Résidu / erreur sur l'exemple i Ri
Ri

1 – hii

Intervalle de confiance sur la
prédiction de l'exemple i

± tα
N – q s hii ± tα

N – q – 1 s
hii

1 – hii

Tableau 3.1 : Résumé de l'influence du retrait d'un exemple de la base d'apprentissage

D'un point de vue théorique, deux cas extrêmes sont à considérer :

•  si l'axe i est orthogonal au sous-espace des solutions, défini par les vecteurs colonne de Z,
tous ces vecteurs colonne ont leur ième composante égale à zéro ; par conséquent zi = 0 et
hii = 0. L'exemple i n'a pas d'influence sur le modèle, ce qui est confirmé par les relations
(3.8) à (3.10). Rappelons que ce cas ne peut se produire que si le modèle ne possède pas de
biais,

•  si l'axe i se trouve dans le sous-espace des solutions, hii = 1 et Ri = 0. En d'autres termes,
l'exemple i a été parfaitement appris, ce qui conduit à une indétermination dans les
relations (3.8) à (3.10).

La grandeur hii apparaît ainsi comme une véritable mesure de l'influence de l'exemple i sur
l'estimation des paramètres du modèle. Plus hii est proche de 1, plus son influence est grande :
en effet, l'intervalle de confiance sur la prédiction de cet exemple, si on l'enlève de la base
d'apprentissage, devient très grand, puisqu'il tend vers l’infini lorsque hii tend vers 1. Cela
signifie que le modèle a utilisé certains degrés de liberté spécifiquement, de façon à s'ajuster
au plus près à cet exemple (Ri très petit). Lorsque cet exemple est supprimé de la base
d'apprentissage, le modèle "ne sait plus quoi faire" de ces degrés de libertés, ce qui se traduit,
localement, par des intervalles de confiance très élevés.

L'indétermination provoquée par un exemple de forte influence, pour lequel hii tend vers 1 et
son résidu Ri tend vers 0, peut être partiellement levée. En effet, on peut supposer - sauf cas
pathologique - que le retrait de la base d'apprentissage d'un exemple à forte influence fait

varier la valeur de sortie du modèle pour cet exemple. Cela signifie que le rapport hii 
Ri

1 – hii

ne tend en général pas vers 0. On est donc sûr qu'il en va de même pour l'estimation de

l'erreur de prédiction de cet exemple Ri
(–i) ≅ Ri

1 – hii

. Cette remarque est très importante pour la

suite car elle signifie que, pour un exemple à forte influence, le résidu Ri tend en général vers
0 moins rapidement que 1 - hii.
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On peut utiliser le tableau précédent de deux manières :

•  ces formules peuvent servir d'outil pour valider les résultats obtenus par une procédure
conventionnelle de leave-one-out (qui implique la réalisation de N apprentissages distincts
si l'on dispose de N exemples) ; nous expliquerons ceci dans le paragraphe suivant,

•  elles peuvent également éviter au concepteur de réaliser le leave-one-out conventionnel ; la
sélection de modèles se fonde alors sur l'estimation de l'effet du retrait d'un exemple de la
base d'apprentissage. Cette application sera détaillée dans les chapitres 4 et 5 de ce
mémoire.

3.4 Validation des résultats de leave-one-out

Nous allons montrer que les résultats présentés dans le paragraphe précédent peuvent s'avérer
très utiles pour vérifier la validité de l'estimation des performance obtenues en effectuant la
procédure conventionnelle de leave-one-out.

Pour ce faire, rappelons que l'hypothèse implicite de la procédure de leave-one-out est que la
suppression d'un exemple de la base d'apprentissage n'affecte pas de manière importante
l'estimation des paramètres d'un modèle, c'est-à-dire que les solutions des moindres carrés

θLS
(–i)  sont très proches de la solution θLS obtenue sur l'ensemble des données disponibles ; par

conséquent, tous les minima des fonctions de coût J(-i) - obtenus à l'issue des N apprentissages
- devraient se trouver dans une petite région de l'espace des paramètres. En pratique, la
validation de résultats en leave-one-out devrait obligatoirement passer par cette vérification.

Vérifier cette propriété en comparant entre elles les distances θLS – θLS
(–i)

i = 1, ..., N
 nécessiterait

la définition d'un seuil à partir duquel on considère que la solution θLS
(–i)  est trop éloignée de

θLS. Une méthode plus satisfaisante consiste à vérifier qu'en remettant l'exemple i dans la base
d'apprentissage, et en poursuivant l'apprentissage à partir de θLS

(–i) , celui-ci converge de

nouveau vers θLS. Dans la suite de ce mémoire, ceci tiendra lieu de définition.

Définition :

Un minimum θLS, de l'erreur quadratique moyenne J sur un ensemble de N observations,
est dit propice au leave-one-out si et seulement si ∀ i ∈ [1, ..., N ] , la poursuite de

l'apprentissage à partir de θLS, en retirant l'exemple i de la base d'apprentissage jusqu'à
convergence vers un minimum θLS

(–i) , puis en réintégrant l'exemple i dans la base

d'apprentissage, fait revenir celui-ci à θLS.

Cette définition est illustrée graphiquement sur les figures 3.2 et 3.3.

Notons dès à présent un point fondamental : il ne faut pas confondre cette définition avec les
notions de stabilité introduites pour obtenir des bornes sur l'estimation des performances de
généralisation (voir paragraphe 2.7). En effet, la propriété de stabilité concerne un algorithme
d'apprentissage, indépendamment des données utilisées, et donc des différents minima de la
fonction de coût.
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Figure 3.2 : Minima respectivement propice (à gauche) et non propice (à droite) au
leave-one-out
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Figure 3.3 : Retrait et ajout de l'exemple i de la base d'apprentissage : cas d'un minimum
propice au leave-one-out

Nous avons introduit cette définition pour déceler les minima pour lesquels il n'est pas
raisonnable d'estimer des performances de leave-one-out par apprentissage. Néanmoins, ceci
ne signifie pas que, pour un minimum propice au leave-one-out, l'erreur quadratique moyenne
obtenue par leave-one-out est nécessairement une bonne estimation des performances de
généralisation. Nous reviendrons sur ce point dans le paragraphe 4.4.2.

Nous allons montrer dans ce paragraphe :

•  que tous les minima ne sont pas forcément propices au leave-one-out,

•  que les inégalités (2.2) à (2.4), couplées aux formules (3.9) et (3.10), permettent en partie
de s’assurer qu'un minimum est propice au leave-one-out,

3.4.1 Interprétation géométrique de l'estimation des performances en leave-one-out

Si l'on suppose que le modèle possède un terme constant, ce qui est généralement le cas, les
propriétés (2.2) à (2.4) s'écrivent :
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1
1–hii

≥ N
N – 1

≥ 0 (3.16)

En combinant (3.16) aux relations (3.9) et (3.10), on obtient les deux inégalités suivantes :

J(θLS
(–i)) ≤ J(θLS) , (3.17)

Ri
(–i) 2

≥ N
N – 1

J(θLS) – J(θLS
(–i)) . (3.18)

Ces deux conditions sont illustrées graphiquement sur la figure 3.4, qui représente Ri
(–i) 2

 en

fonction de J(θLS
(–i) ). Sur un tel graphe, à partir d'un modèle dont l'apprentissage a été effectué

avec l'ensemble de la base d'apprentissage, les points {Mi}i = 1, ..., N, représentant les N modèles
obtenus après suppression d'un exemple, devraient tous se situer dans le secteur angulaire
représenté par la zone grisée.

J(θLS
(–i))

J(θLS)

N
N – 1

J(θLS)

Ri
(–i) 2

J(θLS)

Mi

Ai

Bi

Ci

Figure 3.4 : Localisation théorique des performances en leave-one-out

Le graphique de la figure 3.4 permet également d'interpréter graphiquement les {hii}i = 1, ..., N.
On démontre en effet grâce à (3.9) et (3.10) la relation géométrique suivante :

A iM i

A iC i

= 1
N

+
B iM i

A iC i

≅ hii .
(3.19)

En d'autres termes, hii est le rapport suivant lequel le point Mi partage le segment horizontal
[Ai Ci]. Si le point Mi est à la limite gauche du secteur angulaire, c'est-à-dire confondu avec

Bi, alors hii = 1
N

.

Nous allons montrer que la présence de tous les points obtenus après suppression d'un
exemple à l'intérieur d'un tel secteur angulaire est une condition nécessaire pour qu'un
minimum soit propice au leave-one-out. En effet, en raisonnant par l'absurde, deux cas se
présentent (cf. figure 3.5) :
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1. supposons qu'il existe un exemple i0 dont les performances d'apprentissage sont situées à
droite du domaine : alors l'apprentissage correspondant n'a pas convergé vers le bon
minimum. En effet, si l'on remettait i0 dans la base d'apprentissage, la minimisation de la
fonction de coût conduirait forcément à une solution pour laquelle la fonction de coût
serait supérieure à J(θLS

(–i0)) .

2. supposons qu'il existe un exemple i1 dont les performances d'apprentissages sont situées à
gauche du domaine. Cela signifie qu'il existe un autre minimum θ∗

LS tel que

J(θ∗
LS) <  J(θLS). En effet, considérons le modèle f (x, θLS

* ) = f (x, θLS
(–i1)) +

Ri1

(–i1)

N
. On

montre facilement que la fonction de coût correspondante est majorée par

J(θLS
(–i1)) + (N – 1)

Ri1

(–i1)

N

2

+ (1 – 1
N ) Ri1

(–i1)
2

. Le minimum θ∗
LS vérifie donc :

J (θLS
(–i1)) ≤ J (θLS

* ) ≤ J (θLS
(–i1))+ N–1

N
Ri1

(–i1) 2
< J (θLS) . (3.20)

J (θLS
(–i))J (θLS)

Ri
(–i) 2

N
N

J (θLS)

J (θLS
(–i0))

J (θLS
(–i1))

Ri
(–i1) 2

J (θLS
(–i1))+ N–1

N
Ri1

(–i1) 2

M i

M i

Figure 3.5 : Exemples correspondant à des performances situées en dehors du secteur
angulaire

Cette interprétation géométrique montre qu'il est toujours possible, pour la meilleure solution
trouvée θLS (au sens du minimum de la fonction de coût), de placer toutes les performances

obtenues après retrait d'un exemple dans le secteur angulaire de J(θLS). Il suffit pour cela de
respecter les deux règles suivantes lors de l’application du leave-one-out :

Règle n°1 : démarrer les N apprentissages à partir du meilleur minimum atteint sur l’ensemble
des exemples d’apprentissage, en supposant qu'il s'agit du minimum global,

Règle n°2 : vérifier - graphiquement - que les performances des N modèles obtenus se situent
bien à l’intérieur d’un secteur angulaire tel que celui défini précédemment. Dans
le cas contraire, c'est-à-dire si un point correspondant à un exemple i1 se situe à
gauche du secteur angulaire, redémarrer un apprentissage sur les N exemples à
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partir des poids θLS
(–i1) . Nous venons en effet de démontrer que cet apprentissage

convergera vers un autre minimum, situé plus bas que le précédent.

Dans [Moody 94], les auteurs affirment que la première de ces deux règles est suffisante pour
s’assurer de la convergence des N apprentissages vers le "même" minimum. Ceci est inexact
car - même en respectant également la deuxième règle - rien n'assure que l'apprentissage
converge de nouveau vers θLS en remettant chaque exemple dans la base d'apprentissage.

Remarques :

•  nous avons fait l'hypothèse que le modèle possède un biais. Dans le cas contraire,
la seule différence réside dans la pente de la droite délimitant - à gauche - le

secteur angulaire : celle-ci est égale à 1 au lieu de N
N

 ; tout le reste du

raisonnement est identique.

•  la démonstration précédente suppose qu'avec les algorithmes d'apprentissage
utilisés, la fonction de coût est une fonction monotone décroissante du nombre
d'itérations. Ceci est le cas des algorithmes utilisés dans le cadre de ce travail
(Quasi-Newton et Levenberg-Marquardt), mais exclut des méthodes du type recuit
simulé.

Cette interprétation géométrique est donc une condition nécessaire à l'estimation de la
performance de généralisation d'un modèle par la méthode du leave-one-out. Si les N
apprentissages d'un leave-one-out n'ont pas tous convergé vers des solutions situées à
l'intérieur d'un tel secteur angulaire, l'estimation correspondante des performances n'a aucun
sens. Cette condition n'est cependant pas suffisante pour assurer que l'on considère bien des
solutions ayant convergé vers le même minimum. En effet, les secteurs angulaires
correspondant à deux minima distincts θLS et θ∗

LS ont toujours une intersection non vide.

3.4.2 Limite de l'approche : cas du retrait d'un exemple avec forte influence

Nous venons de montrer que, même en appliquant les deux règles précédentes de manière à ce
que toutes les performances après retrait d'un exemple soient situées à l'intérieur d'un secteur
angulaire, la seule façon de s'assurer qu'un minimum est propice au leave-one-out est, à partir
de chaque solution θLS

(–i) , de remettre l'exemple i dans la base et de vérifier que la poursuite de

l'apprentissage converge de nouveau vers θLS. Trois cas peuvent alors se présenter :

1. tous les apprentissages reviennent à θLS, auquel cas le minimum est propice au leave-one-
out,

2. un apprentissage converge vers un minimum θ∗
LS situé plus bas que θLS ; ce dernier n'est

donc pas propice au leave-one-out. Ce cas est le même que lorsque les performances
correspondant au retrait d'un exemple se situaient à gauche du secteur angulaire, sauf que
ceci ne peut pas se détecter graphiquement. De même qu'au paragraphe 3.4.1, il est
possible de recommencer les apprentissages avec retrait d'un exemple à partir de ce
nouveau minimum,
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 J

θ

Retrait de l'exemple i de θLS

Ajout de l'exemple i

Retrait de l'exemple i de θ∗
LS

θLS
(–i)θLS θ*LS

Figure 3.6 : Retrait et ajout de l'exemple i de la base d'apprentissage : cas d'un minimum non
propice au leave-one-out

3. un apprentissage converge vers un minimum θ∗
LS situé plus haut que θLS. Cela signifie que

la solution θLS n'existe que lorsque l'exemple en question se trouve dans la base
d'apprentissage (voir figure 3.6). On ne peut donc pas connaître l'effet du retrait de

l'exemple i sur la solution θLS mais uniquement sur θ∗
LS : θLS

(–i)  est en réalité θLS
* (–i) .Cette

solution n'est donc pas propice au leave-one-out.

Intuitivement, on peut s'attendre à rencontrer ce dernier cas plus particulièrement lors du
retrait d'un exemple dont l'influence sur les poids du modèle est grande. Illustrons ceci par un
exemple : celui du modèle représenté sur la figure 3.7.a. L'exemple i est celui dont l'influence
sur les poids du modèle est la plus grande, en l'occurrence hii = 0.944.
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-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Points d'apprentissage

Intervalle de confiance à 95 %

Sortie du modèle

Exemple i ( h ii = 0.944 )

Figure 3.7.a : Exemple de modèle avec grande influence de certains points

Nous allons étudier en détail le retrait de cet exemple, suivant que ce retrait est calculé à partir
des formules de linéarisation ou qu'il est effectué par la poursuite de l'apprentissage, en
respectant les règles définies au paragraphe précédent.

Examinons, dans le tableau 3.2, les erreurs de prédiction sur cet exemple, obtenues
respectivement par apprentissage et par utilisation de la formule (3.9) : l'erreur calculée est
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environ trois fois plus grande que l'erreur constatée après apprentissage. Cette différence se
reflète également sur la valeur de la fonction de coût : le coût obtenu par apprentissage est
significativement plus élevé que celui prédit par la formule (3.10).

Poursuite de l'apprentissage Formule de linéarisation

Ri
(–i) 2 -0.277 -0.770

J(θLS
(–i)) 0.358 0.333

Tableau 3.2 : Comparaison entre poursuite de l'apprentissage et utilisation des formules de
linéarisation pour l'exemple i sorti

Cette différence sur les performances du modèle après retrait de l'exemple i est naturellement
visible lorsque l'on considère (figure 3.7.b) les modèles obtenus respectivement :

1. par poursuite de l'apprentissage,

2. par linéarisation de la sortie du modèle au voisinage de θLS, c'est-à-dire :

f (x, θLS
(–i)) ≅ f (x, θLS) +

∂ f (x, θ)
∂θ θ = θ LS

θLS
(–i) – θLS ,

(3.21)

expression dans laquelle la différence θLS
(–i) – θLS  est calculée par la formule (3.8).
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Figure 3.7.b : Effet du retrait d'un exemple à forte influence sur les modèles obtenus
respectivement par apprentissage et par linéarisation

La figure 3.7.b permet de constater que la poursuite de l'apprentissage, après avoir éliminé
l'exemple i, ne s'est traduite que par un ajustement local du modèle. En dehors de l'intervalle
des entrées [10 ; 12], le modèle n'a pratiquement pas été modifié. En revanche, pour la
solution obtenue par linéarisation, les modifications se situent certes au voisinage de
l'exemple i, mais également en dehors de la plage des entrées définie par l'ensemble des points
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d'apprentissage : ceci nous permet d'appréhender réellement ce qui se passe lorsqu'on
"relâche" l'influence de cet exemple sur l'estimation de l'ensemble des poids du modèle.

Certes, cette différence est sans doute en partie due à une distance trop grande entre θLS et

θLS
(–i) , rendant imprécise l'utilisation du développement limité (3.21). Nous allons voir que ceci

ne constitue pas l'explication principale des différences observées sur la figure 3.7.b.

En effet, considérons, sur la figure 3.7.c, la localisation des performances des modèles après
retrait d'un exemple : celles-ci se situent effectivement dans un secteur angulaire tel que celui
de la figure 3.4, ce qui est normal compte tenu du fait que nous avons procédé en respectant
les règles définies au paragraphe 3.3.1.

Sur le graphique 3.7.c, nous avons en outre représenté l'effet du retour dans la base
d'apprentissage de l'exemple qui en avait été retiré : ceci est illustré graphiquement par un trait
horizontal qui part du point correspondant à l'exemple et dont la longueur est égale à

J(θLS
* ) – J(θLS

(–i)) . Ainsi, la valeur de la fonction de coût, pour le minimum atteint après

retour d'un exemple dans la base d'apprentissage, se lit en abaissant la parallèle à l'axe des
ordonnées passant par l'extrémité droite du trait. Pour des raisons de lisibilité du graphique, ce
trait n'est représenté que dans le cas où le minimum atteint lors du retour diffère du minimum
correspondant au secteur angulaire.
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Figure 3.7.c : Secteur angulaire et localisation des performances des N modèles après
apprentissage

Dans le cas du modèle précédent, il apparaît qu'il n'y a qu'un seul point dont le retour dans la
base d'apprentissage provoque une convergence vers un autre minimum situé plus haut que le
précédent. Cela signifie que cette solution n'est pas propice au leave-one-out. Or il s'avère que
ce point correspond justement à l'exemple i, dont l'influence sur l'estimation des coefficients
du modèle est maximale et pour lequel nous avions mentionné les différences dans le tableau
3.2.

Il apparaît ainsi que les différences entre les erreurs de prédiction d'un exemple à forte
influence, lorsque celui-ci n'est pas dans la base d'apprentissage, ne suffisent pas remettre en
cause la précision des formules de linéarisation (3.9) et (3.10). En effet, si le retrait d'un tel
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exemple fait converger la minimisation du coût quadratique vers un autre minimum (local),
les deux approches ne peuvent pas être comparées l'une à l'autre.

Cet exemple nous a permis de mettre en évidence l'existence de minima non propices au
leave-one-out, ce qui se traduit par des différences entre les modèles obtenus après
suppression d'un exemple, suivant que l'on supprime cette influence à partir des formules de
prédiction ou par poursuite de l'apprentissage, même en validant ce dernier par le critère du
secteur angulaire. Notre expérience montre que ceci se produit très souvent lors du retrait
d'exemples qui ont une forte influence sur l'estimation des coefficients du modèle.

3.5 Conclusion

Nous avons montré qu'un développement de Taylor du premier ordre au voisinage de la
solution des moindres carrés permet d'estimer l'effet du retrait d'un exemple à la fois sur la
sortie du modèle (et donc sur son erreur de prédiction donnée par la formule (3.9)) et sur
l'intervalle de confiance sur la sortie du modèle (3.15).

Ces estimations sont toutes fondées sur la grandeur hii, c'est-à-dire sur le terme diagonal de la
matrice de projection orthogonale sur le sous-espace des solutions, qui n'est défini que lorsque
le rang de la matrice jacobienne Z est égal au nombre de paramètres ajustables du modèle.
Nous avons en outre interprété hii comme une mesure de l'influence de l'exemple i sur
l'estimation des paramètres du modèle.

Afin de pouvoir comparer les résultats obtenus par apprentissage et par utilisation des
formules fondées sur le développement de Taylor, nous avons montré qu'en dépit du respect
d'une procédure adéquate, certains minima de la fonction de coût quadratique n'étaient pas
propices au leave-one-out. Il s'agit des minima qui ne sont pas conservés par le retrait d'un
exemple à forte influence. Pour ces minima, l'utilisation des formules de linéarisation semble
être le seul moyen d'estimer l'effet du retrait d'un tel exemple sur les paramètres du modèle.

Nous verrons dans le chapitre 4 comment tout ceci doit être pris en considération lors de la
sélection de modèles neuronaux.
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4 UTILISATION DU LEAVE-ONE-OUT POUR LA SELECTION DE MODELES

Résumé

Sauf dans le cas de modèles linéaires par rapport aux paramètres, sélectionner le modèle
optimal ne se résume pas au choix de l'architecture, c'est-à-dire de la famille de fonctions
paramétrées. En effet, le coût quadratique présentant plusieurs minima, il convient également
de sélectionner l'initialisation aléatoire des coefficients conduisant au "meilleur" de ces
minima.

Dans un premier temps, nous étudions donc - à architecture donnée - les différentes façons de
procéder à ce choix de modèles dans le cadre du leave-one-out. Il apparaît que l'utilisation de
l'EQMA et de l'erreur de généralisation Ea obtenue en procédant au leave-one-out par
apprentissage conduit dans de nombreux cas à la sélection de modèles dont nous avons
prouvé le surajustement. La notion de minima propices ou non permet d'expliquer la
défaillance de la mise en œuvre classique du leave-one-out.

Nous préconisons finalement d'utiliser comme critère de sélection l'erreur de généralisation
Ep obtenue en procédant au leave-one-out par utilisation des formules de prédiction de l'effet
du retrait d'un exemple.

Dans un second temps, nous montrons que la sélection de modèles - à partir des modèles
sélectionnés sur la base de Ep pour chaque architecture - conduit également à de très bons
résultats sur les deux exemples étudiés puisque Ep se stabilise, à partir de l'architecture
optimale, autour de l'écart-type du bruit de sortie.

L'utilisation des formules tirées du développement de Taylor permet ainsi de remplacer
avantageusement la procédure classique de leave-one-out, à la fois en termes de résultats,
puisque nous avons montré des situations d'échec de cette procédure, mais également en
termes de temps de calcul, puisqu'il n'est plus nécessaire d'effectuer autant d'apprentissages
que d'exemples.

En complément de l'erreur Ep, nous introduisons le paramètre µ, à partir de la moyenne des

grandeurs hii i = 1, ..., N
 auxquelles est proportionnel l'intervalle de confiance sur la sortie du

modèle pour l'exemple i. Ce critère apparaît comme un excellent moyen de sélectionner,
parmi les architectures pour lesquelles Ep est du même ordre de grandeur, celle dont la
performance de généralisation, estimée sur un ensemble de test indépendant, est la meilleure.

Nous montrons enfin comment la sélection de modèles légèrement surajustés permet, avec
l'utilisation des intervalles de confiance, de compléter localement la base d'apprentissage, et
ainsi d'augmenter les performances du modèle.

4.1 Introduction - définition du problème

Le leave-one-out, en tant que méthode de validation croisée (cf. chapitre 2), doit permettre
d'estimer la performance de généralisation d'un modèle, et ainsi de sélectionner le meilleur



48 Chapitre 4. Utilisation du leave-one-out pour la sélection de modèles

modèle parmi un ensemble de candidats, possédant éventuellement des architectures
différentes. A cet effet, on estime l'erreur de généralisation d'un modèle - construit à partir
d'un ensemble de N exemples - par la relation :

Ea = 1
N Ri

(–i) 2Σ
i = 1

N (4.1)

L'indice a sert à rappeler que cette grandeur est calculée à partir de l'erreur de prédiction Ri
(–i)

commise, après chaque apprentissage, sur l'exemple i inutilisé pendant cet apprentissage.
Chacun de ces N apprentissages est effectué en respectant les règles définies au paragraphe
3.4.1, ce qui assure que les performances obtenues se situeront toutes dans un secteur
angulaire adéquat. Rappelons que la quantité Ea n'a pas de sens si le minimum θLS de la
fonction de coût n'est pas propice au leave-one-out, au sens défini dans le paragraphe 3.4.1.

L'utilisation de la formule (3.9), fondée sur une linéarisation de la sortie du modèle au
voisinage de la solution des moindres carrés, permet de définir une autre estimation de l'erreur
de généralisation :

Ep = 1
N

Ri

1 – hii

2

Σ
i = 1

N (4.2)

Rappelons que cette erreur, désignée par un p car fondée sur la prédiction de l'effet du retrait
d'un exemple, n'est définie que si la matrice Z est de rang plein ; nous avons proposé, au
paragraphe 2.5.2, de vérifier cette condition via les inégalités (2.2) à (2.4).

Nous désignerons souvent ces deux estimations de l'erreur de généralisation sous le terme
"score de validation croisée".

Pour compléter la réflexion initiée au paragraphe 2.7 au sujet des bornes sur la différence
entre erreur théorique et erreur empirique, il est important d'insister sur le fait que nous nous
servons de ces scores de validation croisée pour effectuer la sélection de modèles, sans
remettre en question l'hypothèse selon laquelle ils constituent une bonne approximation de la
performance de généralisation théorique du modèle. Nous reviendrons dans le paragraphe 4.5
sur cette hypothèse.

Dans ce chapitre, afin d'illustrer notre propos, nous utiliserons deux exemples :

1. le problème à une entrée et une sortie utilisé dans le chapitre 3. Il s'agit d'une base de 50

exemples tirés de la fonction y(x) =
sin (x)

, à laquelle on a ajouté un bruit gaussien de

moyenne nulle et de variance σ ² = 10-2. Les entrées proviennent d'une loi uniforme dans
l'intervalle [0 ; 15].

2. un problème à 5 entrées et une sortie, où la fonction de régression est un réseau de
neurones à une couche de 5 neurones cachés sigmoïdaux (dont la fonction d'activation est
la fonction tangente hyperbolique) et un neurone de sortie linéaire sans connexion directe
avec les entrées. Les poids de ce réseau, dit réseau "maître", ont été choisis suivant une loi
uniforme dans l'intervalle [-1 ; +1]. Une base de données de 300 exemples a été créée de
la façon suivante :
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•  les entrées proviennent d'une loi uniforme dans l'intervalle [-3 ; +3], ce qui garantit,
compte tenu de la valeur des poids, que le domaine non linéaire des tangentes
hyperboliques est utilisé,

•  un bruit gaussien de moyenne nulle et de variance σ ² = 5.10-2 a été ajouté à la sortie
du réseau maître.

Dans les deux cas, l'objectif est de sélectionner - à partir de la base d'apprentissage - le
meilleur modèle, c'est-à-dire celui qui présente le meilleur compromis entre performances
d'apprentissage et de généralisation. Bien entendu, les erreurs de généralisation estimées de
ces modèles doivent être au moins égales à l'écart-type du bruit de mesure ; c'est pourquoi il
est intéressant de travailler sur des exemples simulés, pour lesquels on connaît le niveau de
bruit présent.

Rappelons qu'une fois que les entrées du modèle ont été choisies, la sélection de modèle se
fait en deux étapes :

•  à architecture fixée, (c'est-à-dire, dans le cas d'un modèle neuronal, pour un nombre de
neurones cachés donné) il faut choisir l'initialisation aléatoire des poids conduisant au
"meilleur" minimum (qui n'est pas forcément le minimum global de la fonction de coût).
Ceci nécessite la définition d'un critère de classification des minima, et fait l'objet des
paragraphes 4.2 à 4.4.

•  à partir de la "meilleure" solution de chaque architecture, il faut déterminer l'architecture -
ou famille de fonctions - optimale, c'est-à-dire le nombre optimal de neurones cachés.
Cette étape est décrite au paragraphe 4.5.

Le but de ce chapitre est de déterminer la meilleure façon de procéder à cette double sélection
dans le cadre d'une estimation des performances de généralisation effectuée sur la base du
leave-one-out. A cet effet, nous partons de la méthode classiquement utilisée et l'améliorons
en expliquant puis en éliminant progressivement les difficultés rencontrées.

Les architectures étudiées sont des réseaux à une couche de neurones cachés sigmoïdaux et un
neurone de sortie linéaire. Une connexion directe entre l'entrée et la sortie est utilisée pour

l'exemple de la fonction 
sin (x)

. Tous les résultats présentés ci-dessous sont obtenus en

calculant le gradient de la fonction de coût par rétropropagation et en minimisant la fonction
de coût par l'algorithme BFGS décrit, entre autres, par [Press 98].

4.2 Sélection de modèle sur la base des performances d'apprentissage
(pour une architecture donnée)

La manière classique de mener une procédure de leave-one-out consiste, pour chaque
architecture candidate, à :

•  effectuer plusieurs apprentissages avec plusieurs initialisations différentes des paramètres,
à l'aide de l'ensemble des N données disponibles ; parmi les modèles ainsi obtenus, en
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conserver un (que nous appellerons M0) sur la base de l'Erreur Quadratique Moyenne

d'Apprentissage (définition : EQMA = 1
N Ri

2Σ
i = 1

N

)

•  pour chaque exemple retiré de la base d'apprentissage :

− effectuer un apprentissage à l'aide des N - 1 exemples restants, en choisissant comme
paramètres initiaux les paramètres du modèle M0,

− calculer, pour ce modèle, l'erreur de prédiction sur l'exemple retiré de la base
d'apprentissage.

On estime ensuite, à l'aide de la quantité Ea (définie par la relation (4.1)), la performance de
généralisation de l'architecture considérée.

Les travaux présentés dans le chapitre précédent montrent que l'on peut envisager de
remplacer cette procédure d'estimation de Ea par le simple calcul analytique de la quantité Ep

définie dans le paragraphe 4.1, sous réserve que Ep soit une approximation satisfaisante de Ea.

En tout état de cause, la première étape consiste à effectuer des apprentissages avec diverses
initialisations des paramètres, et à conserver un seul modèle M0 (dont on estime ensuite la
performance) sur la base de l'EQMA. Pour réaliser ceci, nous avons mis en œuvre la
procédure définie dans le paragraphe 3.4.1, car celle-ci nous permet de détecter la présence
éventuelle d'un minimum de la fonction de coût situé plus bas que le minimum trouvé au
préalable. Nous allons exposer, dans les paragraphes suivants, plusieurs méthodes possibles
pour choisir ce modèle, et nous montrerons les avantages et les limitations de chacune d'elles.

4.2.1 1ère méthode : choisir le modèle pour lequel l'EQMA est minimale

Cette méthode, appliquée à l'exemple de la fonction 
sin (x)

, avec une architecture à 4

neurones cachés, donne les résultats suivants (figure 4.1).

Sur cette figure, nous avons choisi de représenter la distribution des minima atteints dans le
plan (EQMA, Ep), dont les deux valeurs sont simples à calculer (par opposition à Ea dont le
calcul - pour chaque minimum - serait très long). En ce qui concerne Ep, nous avons choisi
par convention de représenter les minima pour lesquels la matrice Z n'est pas de rang plein (et
donc Ep non calculable) sur l'axe des abscisses (c'est-à-dire comme si Ep était nul). Par
ailleurs, pour des raisons de lisibilité du graphique, Ep pouvant atteindre 104, nous avons
borné Ep à 0,7.

Ce graphique, réalisé avec 600 initialisations aléatoires des coefficients, permet d'illustrer la
grande dispersion des minima de la fonction de coût quadratique pour la fonction considérée.
Par ailleurs, moins d'un tiers des minima atteints sont - sur cet exemple - de rang plein. En
l'occurrence, le modèle possédant la plus petite EQMA (désigné par un gros point) est un
modèle avec déficience du rang de Z, c'est-à-dire manifestement surajusté : il s'agit en fait du
modèle dont nous nous étions servi dans le chapitre 2 pour illustrer un cas de surajustement
avec déficience du rang (figure 2.5). Or le surajustement n'est pas détectable si on calcule le
score Ea de ce modèle, qui n'est que très légèrement supérieur à l'écart-type du bruit (0.112
contre 0.104).
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Figure 4.1 : Distribution des minima pour une architecture à 4 neurones cachés :

cas de l'exemple 
sin (x)

x

Dans le cas d'un modèle à 5 neurones cachés, le modèle possédant la plus petite EQMA
présente également une déficience du rang. En revanche, Ea (= 0.09) est significativement
inférieur à l'écart-type du bruit.

Il s'avère en réalité que les deux minima précédents ne sont pas propices au leave-one-out,
ôtant toute validité au calcul de Ea. Puisque Ep n'est également pas défini, nous n'avons donc
aucun moyen de quantifier les performances de généralisation de ces modèles sur la base
du leave-one-out.

Sur le problème maître-élève, on constate le même phénomène : à partir de 5 neurones cachés,
le modèle possédant la plus petite EQMA correspond à un minimum qui n'est pas de rang
plein. Pour des architectures allant de 1 à 9 neurones cachés, la figure 4.2 présente les
performances des modèles choisis sur la base de l'EQMA : Ep, dans les cas où la matrice Z est
de rang plein et Ea, en distinguant les minima propices au leave-one-out des autres.

Cette figure montre que l'on commettrait de graves erreurs si l'on choisissait l'architecture
optimale à partir des modèles sélectionnés sur la base de l'EQMA, en quantifiant leurs
performances de généralisation par Ea, sans se préoccuper de savoir si les modèles en
question sont propices ou non au leave-one-out. En effet, on choisirait une architecture à 9
neurones cachés (voire plus), alors que l'on sait que l'architecture optimale possède 5
neurones cachés, et notre estimation des performances de généralisation du modèle choisi
serait beaucoup trop optimiste.

Par ailleurs, si l'on considère par exemple le modèle à 9 neurones cachés de la figure 4.2, qui
est propice au leave-one-out malgré une déficience de rang, on constate que Ea est
significativement inférieur à l'écart-type du bruit (0.2 contre 0.23). Cela signifie que Ea est
manifestement une mauvaise estimation des performances de généralisation du modèle. Ceci
ne doit pas nous surprendre : nous avons en effet introduit au paragraphe 3.4 la notion de
"propice au leave-one-out" pour détecter les minima pour lesquels il n'était pas raisonnable de
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considérer les performances obtenues par apprentissage selon le principe du leave-one-out.
Nous avions bien précisé que ceci n'autorisait en aucun cas à garantir l'exactitude de
l'estimation des performances dans le cas de minima propices au leave-one-out.
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Figure 4.2 : Sélection de modèles sur la base de l'EQMA (problème maître élève)

Enfin, notons dès à présent que, sur l'exemple de la figure 4.2, dans le cas d'un minimum sans
déficience de rang et propice au leave-one-out, Ep est une excellente approximation de Ea.

Nous avons montré, sur ces deux exemples simples, deux motifs d'échec de la procédure de
leave-one-out classique :

•  application de la procédure à des minima pour lesquels la matrice jacobienne du modèle
n'est pas de rang plein,

•  application de la procédure à des minima non propices au leave-one-out.

Pour éliminer la première source d'échec, il est naturel de choisir le modèle parmi les minima
pour lesquels la matrice jacobienne est de rang plein (nous les appellerons dans la suite
"minima de rang plein").

4.2.2 2ème méthode : choisir un "minimum de rang plein" de la fonction de coût

Comme nous l'avions fait sur la figure 4.1, nous avons représenté sur la figure 4.3 la
distribution des minima de rang plein dans le cas du problème maître-élève, avec une
architecture à 5 neurones cachés.

Sur cet exemple, pour lequel l'architecture du réseau "élève" correspond à celle du réseau
"maître", et donc pour lequel on peut s'attendre à ne rencontrer que peu de situations de
surajustement, plus de la moitié des initialisations aléatoires (sur un total de 500) ont
convergé vers des minima avec déficience de rang (qui ont été éliminés de la figure 4.3).

Ici encore, notons la grande dispersion des minima atteints, surtout au niveau de l'erreur Ep,
pour laquelle nous avons été amené à utiliser une échelle logarithmique. Sur la figure 4.3, le
minimum de rang plein possédant la plus petite EQMA a été représenté par un gros point : il
possède un score Ep égal à 8.91 101, soit plus de 400 fois supérieur à l'EQMA !
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Figure 4.3 : Distribution des minima de rang plein pour une architecture à 5 neurones
cachés : cas du problème maître-élève

Cela signifie que ce modèle est surajusté, avec des exemples à forte influence sur les
coefficients ; en effet :

•  certains poids du réseau sont très grands (> 103),

•  plusieurs exemples présentent des résidus bien plus faibles que l'écart-type du bruit
(< 10-4) et une influence sur les poids du modèle très élevée (hii > 0.9998).

Tout ceci montre que, pour une architecture donnée, sélectionner les modèles qui possèdent
les plus petites EQMA parmi les minima de rang plein ne suffit pas : il faut également prendre
en considération l'amplitude des {hii}i=1, …, N et se rappeler qu'un bon compromis entre biais et
variance ne peut être obtenu qu'avec des modèles dont l'estimation des coefficients est
influencée par l'ensemble des exemples d'apprentissage, et non pas uniquement par certains
d'entre eux.

La distribution des {hii}i=1, …, N ne peut pas être caractérisée par leur moyenne arithmétique,

car celle-ci est toujours égale à q
N

 (voir formule (2.3)). La première idée consiste à

caractériser cette distribution par le moment d'ordre 2, c'est-à-dire par sa variance. Nous
verrons dans le chapitre 4 qu'il est plus judicieux d'utiliser la moyenne des racines carrées.

Nous choisissons donc de caractériser la distribution des {hii}i=1, …, N par la grandeur
normalisée suivante :

µ = 1
N

N
q hiiΣ

i = 1

N (4.3)

Dans le cas idéal où tous les exemples ont la même influence sur les poids du modèle, c'est-à-

dire si ∀ i ∈ [1, ..., N ] hii =
q
N

, on a µ = 1, quels que soient le nombre d'exemples N et le

nombre de paramètres q. Cette forme de normalisation permet de comparer des architectures
de tailles différentes.
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Figure 4.4 : Répartition du couple (µ, Ep) pour les minima de la figure 4.3

Dans le cas des minima de la figure 4.3, nous avons représenté sur la figure 4.4 les valeurs de
Ep (échelle logarithmique) et du paramètre µ : les minima présentant des valeurs raisonnables

de Ep (c'est-à-dire du niveau de l'EQMA) sont ceux qui présentent les valeurs de µ les plus

élevées. Nous reviendrons en détail sur ce constat et sur l'utilisation du paramètre µ à partir du
paragraphe 4.4.2.

Sur l'exemple de la fonction 
sin (x)

, le phénomène est moins marqué, en ce sens que les

minima de rang plein possédant la plus petite EQMA ne présentent pas une erreur Ep aussi
considérable que l'exemple de la figure 4.5. Pour des architectures allant de 1 à 5 neurones
cachés, la figure 4.5 présente les performances des modèles de rang plein choisis sur la base
de l'EQMA : Ep et Ea, en distinguant toujours les minima propices au leave-one-out des autres.
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La figure 4.5 montre que si l'on devait choisir l'architecture optimale à partir des modèles de
rang plein sélectionnés sur la base de l'EQMA et d'une quantification de leurs performances de
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généralisation par Ea, sans se préoccuper de savoir si les modèles en question sont propices ou
non au leave-one-out, on retiendrait une architecture parmi celles à 2, 3, 4 ou 5 neurones
cachés pour lesquelles Ea est du même ordre de grandeur.

Or les modèles à 3 et 4 neurones cachés ne sont pas propices au leave-one-out : Ea n'a donc
aucune signification pour ces solutions, ce qui explique, en particulier concernant le modèle à
3 neurones cachés5, la différence avec le score estimé Ep.

Enfin notons ici encore que, pour les minima de rang plein et propices au leave-one-out, Ea

est une bonne approximation de Ep.

4.2.3 Conclusion

La sélection de minima (de rang plein ou non) sur la base de l'EQMA, sans vérifier qu'ils sont
propices au leave-one-out, conduit, en anticipant sur l'étape suivante, à savoir la sélection
d'architecture sur la base du score de validation croisée obtenu par apprentissage (Ea) - aux
phénomènes suivants :

•  surestimation de la taille d'architecture nécessaire,

•  estimation trop optimiste des performances de généralisation,

•  sélection de modèles surajustés.

Ces trois problèmes, naturellement couplés, sont signalés dans la littérature ; néanmoins,
[Breiman 96] ou [Moody 92]) se bornent à indiquer qu'une petite modification des données
peut conduire à de grandes différences dans les minima atteints.

Nous sommes désormais capables d'en identifier plus précisément les causes :

1. une déficience éventuelle dans le rang de Z, qui peut conduire à un score Ea très bon alors
que le modèle est manifestement surajusté,

2. une mauvaise estimation de l'effet du retrait d'un exemple, lorsque celui-ci possède une
forte influence sur les poids du modèle. Dans le cadre de la procédure conventionnelle de
leave-one-out, une estimation correcte de l'effet du retrait successif de tous les exemples
de la base d'apprentissage ne peut se faire que si le minimum est propice au leave-one-out,
au sens défini dans le chapitre 3. A partir de maintenant, nous ne parlerons donc de
l'erreur Ea que si celle-ci est définie.

Il faudrait donc, parmi tous les minima de rang plein et propices au leave-one-out, chercher le
modèle correspondant à l'EQMA la plus faible, voire directement à la plus petite valeur de Ea.
C'est la solution que nous allons envisager dans le paragraphe suivant.

                                                
5 Le modèle à 3 neurones cachés est celui présenté en exemple dans le paragraphe 3.3.2 sur les figures 3.7.a à
3.7.c. La différence entre Ep et Ea provient du fait que ce minimum n'est pas propice au leave-one-out, en raison
de la présence d'un exemple de forte influence : l'erreur de prédiction obtenue en sortant cet exemple de la base
d'apprentissage est sous-estimée par l'apprentissage, qui a convergé vers un autre minimum de la fonction de
coût.
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4.3 Sélection de modèle sur la base de Ea (pour une architecture
donnée)

Nous venons de montrer que l'on ne peut comparer les scores de validation croisée obtenus
par apprentissage et utilisation des formules de prédiction que dans la mesure où ceux-ci sont
définis. Les deux conditions à remplir, résumées dans le tableau 4.1, sont indépendantes (les
exemples des figures 4.2 et 4.4 contiennent les quatre configurations possibles). En effet, le
rang de Z est une propriété numérique de la famille de fonctions en un point de l'espace des
paramètres, alors que ce sont la "topologie" de la fonction de coût au voisinage de ce point,
ainsi que l'algorithme d'apprentissage utilisé, qui déterminent si un minimum est, ou non,
propice au leave-one-out.

Minimum Z de rang plein

Ep calculable

Z de rang non plein

Ep non calculable

Propice au leave-one-out

Ea calculable
Ep est une approximation de Ea

Surajustement avec
déficience du rang

Ep et Ea non comparables

Non propice au leave-one-out

Ea non calculable
Ep et Ea non comparables Surajustement avec

déficience du rang

Tableau 4.1 : Classification des minima d'une fonction de coût

Il semble donc qu'il faille se restreindre aux minima de rang plein et propices au leave-one-
out.

On peut alors se poser la question suivante : pourquoi - à architecture fixée - choisir les
minima sur la base de l'EQMA, même en restreignant ce choix aux minima de rang pleins et
propices au leave-one-out, alors que, in fine, la sélection d'architecture se fera à partir de
l'estimation de leurs performances de généralisation. On pourrait envisager de sélectionner
directement les minima sur la base de Ea, sous réserve que ces derniers soient propices au
leave-one-out.

Malheureusement, en pratique, la recherche de minima propices au leave-one-out, à partir
d'une taille d'architecture susceptible de provoquer un surajustement, devient quasiment
impossible :

•  les minima globaux, qu'ils soient de rang plein ou non, ne sont généralement pas propices
au leave-one-out : en effet, le surajustement se traduit fréquemment par le fait que certains
exemples ont une très grande influence, de sorte que le retrait puis l'ajout d'un exemple de
forte influence conduit fréquemment l'apprentissage à converger vers un minimum situé
plus haut que celui examiné, comme nous l'avons vu au paragraphe 3.4.2,

•  les minima locaux posent également un problème, car le retrait d'un exemple fait souvent
converger l'apprentissage vers un minimum situé plus bas que le précédent. De proche en
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proche, on se dirige alors vers le minimum global, lui-même non propice au leave-one-out
pour la raison indiquée ci-dessus.

En conclusion, cette condition est très difficile à respecter en pratique et conduit à une
élimination injustifiée de la plupart des minima. Nous préconisons donc de pallier cette
difficulté en estimant la performance de généralisation d'un modèle (c’est-à-dire d'un
minimum) par le score de validation croisée Ep, les minima de rang non plein étant
automatiquement rejetés. Nous avons en effet constaté, sur les deux exemples considérés,
dans le cas de minima de rang plein propices au leave-one-out, que Ep était une excellente
approximation de Ea.

4.4 Sélection des minima sur la base de Ep (pour une architecture
donnée)

4.4.1 Qualité de la sélection

Sur l'exemple de la fonction 
sin (x)

, la sélection de modèles sur la base du score obtenu par

utilisation des formules de linéarisation (Ep) donne d'excellents résultats (figure 4.6). Le score
Ep se stabilise à partir de deux neurones cachés autour d'une valeur légèrement supérieure à
l'écart-type du bruit. Le modèle à deux neurones cachés est celui qui a été utilisé dans le
paragraphe 3.3.1 comme illustration de la précision des formules de prédiction (figure 3.1.a).

Cette méthode donne également un résultat très satisfaisant dans le cas du problème maître-
élève (figure 4.7) : Ep se stabilise à partir de 5 neurones cachés et reste supérieure à l'écart-
type du bruit de mesure. Par ailleurs, il est intéressant de noter que la solution choisie pour 5
neurones cachés est celle vers laquelle converge l'algorithme d'apprentissage lorsque l'on
initialise les poids du réseau aux poids du réseau maître utilisé pour engendrer les données :
c'est donc la meilleure solution possible. Ce modèle, ainsi que ceux qui sont sélectionnés pour
les architectures de taille supérieure, correspondent tous à des minima locaux de la fonction
de coût, en l'occurrence non propices au leave-one-out, ce qui ne pose ici aucun problème.
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La sélection sur la base de Ep est donc efficace en ce qui concerne le choix des minima ; elle
est également avantageuse en termes de temps de calcul puisqu'elle ne nécessite qu'un
apprentissage sur l'ensemble des données disponibles. La seule contrainte supplémentaire est
un calcul des {hii}i = 1, …, N , pour chaque minimum testé.
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Figure 4.7 : Sélection de modèles sur la base de Ep (problème maître-élève)

Sur les deux exemples précédents, sauf dans le cas de minima non propices au leave-one-out,
Ep est de nouveau une très bonne approximation de Ea.

Ceci est intéressant car on a consacré, pendant ces dernières années, beaucoup d'efforts pour
développer des algorithmes d'apprentissage convergeant vers le minimum global de la
fonction de coût (voir [Barhen 93]). Nous n'avions en effet que l'EQMA pour comparer les
différents minima entre eux. Nous venons de montrer qu'une telle démarche n'est pas correcte,
et qu'il faut, en fait, sélectionner les minima sur la base du score de validation croisée estimée.
Cela signifie que les différentes initialisations des coefficients ne doivent pas servir à chercher
le minimum global de la fonction de coût mais, parmi tous les minima, celui qui possède le
plus petit Ep.

4.4.2 Qualité de l'estimation des performances de généralisation

Nous l'avons annoncé au début de ce chapitre, notre objectif n'est pas de statuer, d'un point de
vue théorique, sur la qualité de l'estimation des performances de généralisation par le score de
validation croisée en leave-one-out. Nous avons vu dans le paragraphe 2.7 que ceci
reviendrait à borner, à un certain niveau de confiance, la différence entre coûts théorique et
empirique. Or, d'après l'état d'avancement actuel de ce type d'approche dans le cadre d'une
estimation du coût empirique fondée sur le leave-one-out (voir [Kearns 97]), ceci nécessite de
nombreuses d'hypothèses à la fois sur l'algorithme d'apprentissage, sur la fonction de coût et
sur la famille de fonctions considérée.

Tout indique que, compte tenu du cadre que nous avons fixé pour ces travaux, de telles bornes
ne peuvent exister sans hypothèses supplémentaires. Néanmoins, ceci ne doit pas nous
empêcher d'étudier, sur les exemples présentés auparavant, les différences entre Ep et une
erreur quadratique moyenne de test (EQMT) calculée sur un ensemble de test représentatif.
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Considérons par exemple - sur le problème maître-élève - un ensemble de test de 1000
exemples constitué dans les mêmes conditions que les exemples d'apprentissage (voir
paragraphe 4.2). L'EQMT, calculée sur cette base de test dans le cas d'une sélection des
minima sur la base de Ep, est représentée sur la figure 4.8.
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Figure 4.8 : Comparaison entre Ep et EQMT sur le problème maître-élève suite à la sélection
des minima sur la base de Ep

L'évolution de l'EQMT en fonction de l'architecture laisse apparaître clairement un minimum
pour le réseau à 5 neurones cachés, c'est-à-dire pour l'architecture du réseau maître. Sur la
figure 4.8 est également représenté, avec l'échelle de droite, le paramètre µ. Remarquons que

le minimum de l'EQMT correspond au maximum de µ : nous reviendrons sur ce point dans le
paragraphe 4.5.
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Cependant, pour des architectures plus grandes, Ep continue de décroître très légèrement en se
stabilisant autour de l'écart-type du bruit de mesure alors que les performances de test réelles
se dégradent, indiquant la présence de surajustement.

Dans le cas de la fonction 
sin (x)

, reprenons les résultats de la figure 4.6 et complétons-les

(figure 4.9) par une estimation de l'erreur théorique de généralisation et par la valeur de µ des
modèles sélectionnés - à architecture fixée - sur Ep. La valeur de l'EQMT a été estimée à partir
d'une base de test de 100 exemples constituée dans les mêmes conditions que la base
d'apprentissage.

De même que sur le problème maître-élève, le minimum de l'EQMT correspond au maximum
de µ.

Finalement, sur la base de ces deux exemples, nous faisons les constatations suivantes :

•  pour l'architecture correspondant au maximum de µ, Ep est une bonne estimation des
performances réelles de généralisation du modèle. Dans le cas du problème maître-élève,
nous savons qu'il s'agit effectivement de la meilleure solution possible puisque le modèle
est celui vers lequel converge la minimisation du coût quadratique initialisée aux poids du
réseau "maître",

•  pour des architectures plus petites, Ep est une estimation légèrement trop pessimiste des
performances réelles de généralisation, qui se situent en général entre l'EQMA et Ep,

•  pour des architectures plus grandes, Ep est une estimation trop optimiste des performances
réelles de généralisation. Cependant, Ep reste une bonne approximation de l'écart-type du
bruit de mesure.

Cette étude n'est pas seulement nécessaire pour savoir si Ep approche correctement l'erreur
réelle de généralisation ; c'est aussi la seule mesure raisonnable dont nous disposons pour
estimer l'écart-type du bruit de mesure, nécessaire dans l'optique d'un calcul des intervalles de
confiance sur la sortie du modèle.

Dans le paragraphe suivant, nous verrons comment, à partir de ces constatations, procéder à la
sélection du modèle final à partir des intervalles de confiance.

4.5 Sélection de l'architecture optimale

Nous venons de voir que pour sélectionner un modèle parmi des candidats d'une architecture
donnée à l'aide d'une procédure de validation croisée, l'utilisation du score Ep constitue une
méthode particulièrement efficace. En effet, elle permet, pour une architecture fixée, de
quantifier la performance d'un modèle (obtenu en minimisant la fonction de coût) en
pénalisant automatiquement les exemples dont l'influence sur l'estimation des poids du
modèle est (trop) grande. En outre, il n'est pas nécessaire que les minima soient propices au
leave-one-out pour pouvoir quantifier leurs performances de généralisation.

Dans ce mémoire, nous avons déjà présenté (paragraphes 2.6 et 3.2.2) la notion d'intervalle de
confiance associé à la sortie d'un modèle, linéaire ou non. Cette notion peut naturellement
s'appliquer à la sortie d'un réseau de neurones (voir [Rivals 98]). Nous présentons dans ce
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paragraphe deux applications des intervalles de confiance, suivant qu'ils sont associés à la
prédiction des exemples d'apprentissage ou d'autres exemples.

Dans un premier temps, nous allons montrer que les intervalles de confiance sur la prédiction
des exemples d'apprentissage peuvent guider notre choix parmi les modèles d'architectures
différentes qui ont été sélectionnés.

Ensuite, pour terminer ce chapitre, nous verrons que l'examen des intervalles de confiance
pendant la phase d'utilisation - ou de test - d'un modèle permet d'améliorer progressivement
les performances obtenues.

4.5.1 Utilisation des intervalles de confiance

Face à des résultats tels que ceux de la figure 4.8 et 4.9, sans disposer de l'EQMT, le
concepteur de modèle devra6 choisir un modèle parmi tous ceux dont les performances
estimées sont du même ordre de grandeur.

Par exemple, dans le cas de la figure 4.9, comment choisir parmi les modèles à 2 neurones
cachés ou plus, dont les erreurs de généralisation estimées Ep sont comprises entre 0.114 et
0.126 ? De même, sur le problème maître-élève (figure 4.8), Ep varie peu (de 0.225 à 0.243) à
partir de 5 neurones cachés.

Pour répondre à cette question, examinons (figure 4.10) le modèle à 4 neurones cachés et
comparons-le au modèle à 2 neurones cachés déjà représenté sur la figure 3.1.a.
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Figure 4.10 : Modèle à 4 neurones cachés sélectionné par Ep sur l'exemple 
sin (x)

Il apparaît que le réseau à 4 neurones cachés modélise, sur quelques exemples dans l'intervalle
des entrées [9 ; 12], une tendance locale présente dans les points d'apprentissage. Cette
tendance locale n'est pas prise en considération par le modèle à 2 neurones cachés. Le modèle

                                                
6 sauf utilisation simultanée de plusieurs modèles sous forme de "comités de modèles", méthode que nous ne
détaillerons pas ici.
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de la figure 4.10 présente cependant une forme relativement "régulière" (au sens de la taille
des coefficients du réseau), ce qui explique son bon score de validation croisée estimé Ep.

En considérant les intervalles de confiance, on s'aperçoit qu'ils sont - localement -
significativement plus élevés pour le modèle à 4 neurones cachés. Ceci est tout à fait normal
dans la mesure où les "oscillations" modélisées ne sont déterminées que par quelques points
d'apprentissage.

Cette différence entre ces deux modèles est due à une répartition différente des {hii}i = 1, …, N,

et donc de l'influence des exemples d'apprentissage, autour de leur moyenne 
q
N

comme

l'indique la figure 4.11.
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Figure 4.11 : Distribution des {hii}i = 1, …, N pour les modèles à 2 et 4 neurones cachés sur
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La seule façon de savoir si le modèle à 4 neurones cachés est surajusté ou non consiste à
ajouter des points d'apprentissage dans le domaine des entrées où les intervalles de confiance
sont jugés trop élevés. Deux cas sont à considérer :

•  soit la tendance détectée sur les quelques points de la base initiale est effectivement
présente dans la partie déterministe du processus à modéliser, auquel cas celle-ci sera
confirmée par les points supplémentaires,

•  soit cette tendance ne provenait que du bruit de mesure, auquel cas celle-ci sera infirmée
par les points supplémentaires.

Dans le deuxième cas, Ep était une estimation trop optimiste des performances de
généralisation de ce modèle, mais, dans les deux cas, nous aurons amélioré localement la
confiance sur la prédiction du modèle.

Sur le point d'apprentissage numéro i, nous avons montré dans le chapitre 3 (relation (3.12)),

que l'intervalle de confiance sur la prédiction est proportionnel à hii . La grandeur µ que

nous avons introduite dans le paragraphe 4.2.2 correspond donc en réalité à la moyenne des
intervalles de confiance - sur l'ensemble des exemples d'apprentissage - divisée par
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tα
N – q s q N  de manière à s'affranchir d'α, s, N et q. Nous proposons d'utiliser µ pour

sélectionner le modèle correspondant le mieux à notre objectif.

Pour cela, on démontre, grâce à l'inégalité de Cauchy, la propriété suivante :

∀ hii i = 1, ..., N
∈ [0, 1] tels que hiiΣ

i = 1

N

= q , on a : hiiΣ
i = 1

N

≤ N q (4.4)

Le cas particulier où tous les exemples ont la même influence sur l'estimation des poids du
modèle, donc pour lequel µ vaut 1, correspond ainsi à un maximum de µ. Plus µ est proche de

1, plus la distribution des hii i = 1, ..., N
 est homogène et donc meilleure sera la répartition de

l'influence des exemples d'apprentissage sur l'estimation des paramètres du modèle.

En conclusion, le choix entre deux modèles dont la performance estimée de généralisation est
sensiblement la même, mais dont le nombre de paramètres ajustables est différent doit être
effectué suivant la nature du problème à traiter :

1. si l'objectif est de continuer à améliorer la confiance sur la prédiction du modèle (et donc
sa performance), et surtout si l'on a la possibilité de compléter la base d'apprentissage en
fonction des intervalles de confiance, le concepteur de modèle aura intérêt à choisir un
modèle légèrement trop grand avec un paramètre µ qui n'est pas maximal. Ceci lui
permettra de confirmer ou d'infirmer certaines non-linéarités décelées localement sur les
exemples d'apprentissage,

2. si le but est d'utiliser le modèle tel quel, soit parce qu'il est jugé suffisamment performant,
soit parce qu'on ne peut pas disposer d'exemples supplémentaires, il vaut mieux choisir, à
performances estimées similaires, le modèle dont la valeur µ se rapproche le plus de 1 et
possédant le plus petit nombre de paramètres ajustables. Ep est alors une bonne
approximation de l'erreur de généralisation théorique.

4.5.2 Amélioration progressive des modèles

Ainsi que nous venons de le signaler, si l'on a la possibilité lors du test ou de l'utilisation du
modèle d'avoir accès à la mesure de sorties dont la prédiction serait jugée trop incertaine, il
est extrêmement utile de compléter la base d'apprentissage par ces exemples.

Pour cela, nous venons de voir qu'il est alors préférable de sélectionner - à l'aide de µ - des
modèles légèrement surajustés. Ensuite, cela demande de définir un seuil à partir duquel on
estime qu'une prédiction est trop incertaine.

Nous proposons d'utiliser le seuil suivant :

ICmax = tα
N – q s (4.5)

D'après la formule (3.12), ce seuil correspond à la demi-largeur de l'intervalle de confiance
sur la prédiction d'un exemple d'apprentissage dont l'influence sur les poids du modèle serait
maximale (hii = 1).
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Ainsi, dans le cas du modèle de la figure 4.10, il serait souhaitable de compléter la base
d'apprentissage par des exemples situés dans les zones des abscisses correspondant à des
intervalles de confiance représentés - sur la figure 4.12 - en gris plus foncé.

Il s'agit en fait du seuil maximal que l'on peut raisonnablement utiliser. En effet, au-dessus de
celui-ci, la confiance sur la prédiction serait moins bonne que l'incertitude attribuée à la
mesure (figure 2.6).
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Figure 4.12 : Application du seuil ICmax au modèle de la figure 4.10

Enfin, dans la pratique, rien n'interdit de réduire ce seuil, l'objectif étant d'atteindre une bonne
homogénéité entre intervalles de confiance sur les bases d'apprentissage et de test.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré, sur deux exemples, que, pour quantifier les
performances de généralisation d'un modèle sur le principe du leave-one-out, il fallait
sélectionner, à architecture donnée, les minima de la fonction de coût quadratique sur la base
de l'erreur Ep. Nous avons montré clairement que les autres manières de procéder conduisaient
souvent au choix de modèles surajustés.

Pour un problème donné, lorsque l'on considère des architectures de taille croissante, on
observe une stabilisation de Ep au niveau de l'écart-type du bruit. Nous proposons de
sélectionner l'architecture optimale en combinant Ep et la moyenne normalisée µ des
intervalles de confiance sur les exemples d'apprentissage. Suivant qu'il cherche à améliorer
progressivement le modèle ou bien qu'il désire l'utiliser tel quel, le concepteur de modèles
aura en effet intérêt à choisir un modèle légèrement surajusté, de manière à cibler les zones de
l'espace des entrées où rajouter des exemples, ou bien le plus petit modèle satisfaisant, pour
lequel µ sera le plus proche de 1.
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5 UN NOUVEL ALGORITHME D'APPRENTISSAGE

Résumé

Le score de validation croisée Ep étudié dans le chapitre 4 peut être considéré comme la

valeur prise - à la fin de l'apprentissage - par J * / N  où J* est obtenue à partir du coût
quadratique en pondérant chaque résidu en fonction de son influence sur les poids du modèle.
Nous étudions dans ce chapitre la minimisation itérative de J*, qui n'est définie que sur un
domaine de l'espace des coefficients, dont nous ne connaissons pas les propriétés.

Nous montrons, dans un premier temps, que, moyennant l'approximation selon laquelle les
{hii}i=1, ..., N ne dépendent que faiblement des coefficients du modèle, le gradient de J* par
rapport à ces derniers se calcule aisément. Ensuite, nous proposons une formule de
modification itérative des coefficients directement inspirée de l'algorithme de Levenberg-
Marquardt.

Puisque l'algorithme ne doit pas faire sortir les paramètres du domaine de définition de J*, il
faut considérer la minimisation de J* comme une poursuite de la minimisation de J, sous
réserve que celle-ci ait convergé vers un minimum de rang plein.

Les résultats montrent surtout un gain très important au niveau de la dispersion des scores Ep

des minima atteints, ce qui permet d'augmenter la probabilité de trouver le vecteur des
coefficients pour lequel Ep est le plus faible.

Cette méthode s'avère être une façon de régulariser les modèles a posteriori, c'est-à-dire
après minimisation du coût quadratique. Il s'agit donc d'un complément très intéressant aux
travaux présentés dans le chapitre 4.

5.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que, pour une architecture donnée, il était
souhaitable de sélectionner le minimum θLS de la fonction de coût quadratique

J(θ) = t[yp - f(X, θ)] [yp - f(X, θ)] qui possède le plus petit score de validation croisée estimé

Ep = 1
N

Ri

1 – hii

2

Σ
i = 1

N

, Ri et hii étant calculés à θLS. Ceci permet de limiter le

surajustement, tout en utilisant tous les exemples disponibles.

Ceci revient à appliquer un algorithme d'apprentissage par rapport à une fonction J alors que
l'on cherche en réalité le minimum d'une autre fonction. Nous montrons dans ce chapitre que
l'on peut directement chercher à minimiser la fonction :

J*(θ) = t[yp - f(X, θ)] [I - H*(θ)]-2 [yp - f(X, θ)], (5.1)

dans laquelle H* est la partie diagonale de la matrice de projection H = Z (tZ Z)-1 tZ.
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En notant f *(X, θ) le vecteur constitué par les N fonctions obtenues en éliminant l'influence de

chaque exemple d'apprentissage f ( – i)(x i, θ) = ypi –
ypi – f (x i, θ)

1 – hii
i = 1, ..., N

, J* peut également

s'écrire 7 :

J*(θ) = t[yp - f
 *(X, θ)] [yp - f

 *(X, θ)]. (5.2)

Une différence fondamentale entre ces deux fonctions de coût concerne leurs domaines de
définition respectifs : contrairement à J, J* n'est pas définie sur tout ℜ q mais uniquement dans

le domaine (noté Ω*) où Z est de rang plein (égal à q). Il faudra par conséquent veiller, si l'on
envisage une minimisation itérative de J*, à rester dans ce domaine.

L'autre caractéristique de J* est - compte tenu du fait que les {hii}i=1, ..., N sont tous compris
entre 0 et 1 (cf. formule (2.2)) - d'être systématiquement supérieure à J.

Dans tout ce qui suit, afin de simplifier les notations, nous continuerons d'appeler hii les
éléments diagonaux de H, tout en précisant qu'ils sont définis pour tout θ et non plus

seulement en θLS.

La suite de ce chapitre est consacrée à l'étude de la minimisation de la fonction J* par
adaptation de l'algorithme de Levenberg-Marquardt. Nous étudierons tout d'abord les calculs
du coût et du gradient de cette fonction par rapport aux poids du modèle ainsi que la question
de la modification itérative des coefficients. Ensuite, nous verrons comment mettre en œuvre
cet algorithme de manière à en tirer profit.

5.2 Algorithme pour la minimisation de  J*

5.2.1 Calculs du coût et du gradient

La particularité de la minimisation de J*(θ) réside dans le fait que les {hii}i=1, ..., N sont eux-
mêmes fonctions des poids du modèle (sauf dans le cas d'un modèle linéaire). Cependant,
nous allons montrer qu'en négligeant cette dépendance, le gradient de J* par rapport aux
coefficients se calcule simplement. En effet, notons :

Ji(θ) = ypi – f (x i,θ)
2 (5.3)

et

Ji
*(θ) =

ypi – f (x i,θ)
1 – hii(θ)

2 (5.4)

les contributions de l'exemple i respectivement à J et J*. On a alors :

                                                

7 Compte tenu de la définition (5.1), l'erreur Ep utilisée dans le chapitre 4 représente la valeur prise par J *

N
à la fin de la minimisation du coût quadratique J.
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∂ Ji

∂ θ = – 2 ypi – f (x i,θ)
∂ f (x i,θ)

∂ θ
(5.5)

expression dans laquelle la dérivée de la fonction de régression par rapport au vecteur θ
s'obtient facilement, soit par calcul direct, soit - dans le cas d'un réseau de neurones - par
rétropropagation.

En revanche, le calcul de 
∂ Ji

*

∂ θ  nécessiterait, en toute rigueur, celui du vecteur 
∂ hii

∂ θ . Dans

tout ce qui précède, notamment dans le chapitre 3, nous avons toujours supposé qu'un
développement au premier ordre dans l'espace des paramètres était valable ; en d'autres
termes, nous avons supposé que les vecteurs qui définissent le sous-espace des solutions sont
indépendants de θ. Or hii est la ième composante de la projection, sur le sous-espace des
solutions, du vecteur unité le long de l'axe i ; nous restons donc dans le même cadre
d'approximation en supposant que les {hii}i=1, ..., N sont indépendants des paramètres :

∂hii(θ)
∂θ ≅ 0 (5.6)

L'approximation (5.6) permet ainsi d'obtenir :

∂ Ji
*

∂ θ ≅ 1
(1 – hii)

2

∂ Ji

∂ θ
(5.7)

Nous disposons par conséquent d'une expression approchée du gradient de J* par rapport aux
poids du modèle, expression qui se calcule très facilement à partir du gradient de J et des
valeurs {hii}i=1, ..., N .

5.2.3 Modification des coefficients

Après un rappel du principe et des fondements de l'algorithme de Levenberg-Marquardt, nous
verrons comment adapter celui-ci à la minimisation de la fonction J*.

5.2.3.a Rappel : l'algorithme de Levenberg-Marquardt

Cet algorithme est une méthode itérative de minimisation de fonctions. Supposons que l'on
cherche à minimiser une fonction J par rapport à un vecteur de variables θ, que l'on se trouve,

à l'étape k-1, au point θk-1 et que l'on cherche à se déplacer vers un point θk. Alors, si le

déplacement θk-1 - θk est suffisamment petit, on peut approcher le vecteur des résidus par un
développement de Taylor au premier ordre :

yp – f (X , θk) ≅ yp – f (X , θk – 1) + Zk – 1 (θk – θk – 1) (5.8)

L'idée de l'algorithme de Levenberg-Marquardt est de choisir θk de manière à minimiser J(θk)

tout en limitant la distance entre θk-1 et θk. On écrit donc :

E(θk) = t[yp - f(X, θk)] [yp - f(X, θk)] + λ t[θk-1 - θk] [θk-1 - θk] (5.9)

En utilisant (5.8), on obtient l'expression des poids tels que 
∂ E(θk)

∂ θk

= 0  :
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θk = θk – 1 + 2 Zk – 1
t Zk – 1 + λ k – 1 I

– 1 ∂ J
∂ θ θ = θk – 1

(5.10)

Pour cela, le gradient total 
∂ J
∂ θ θ = θk – 1

 est calculé en sommant les contributions des N

exemples d'apprentissages (formule (5.4)).

Cette méthode fait partie des algorithmes de second ordre. En effet, on reconnaît dans
l'expression précédente une approximation classique du Hessien de la fonction de coût :

H = ∂2 J
∂ θi ∂ θ j i, j = 1, ..., N

≅ 2 Z Zt (5.11)

Le paramètre λ, appelé pas de l'apprentissage, permet d'adapter l'algorithme à la forme de la

fonction de coût et de réaliser un bon compromis entre la méthode de Newton (λ nul), qui
converge très rapidement au voisinage d'un minimum, et la méthode du gradient simple
(λ grand), efficace loin des minima.

Il existe plusieurs algorithmes d'asservissement automatique du pas ; nous avons mis en
œuvre une technique simple et robuste :

•  si la modification des paramètres provoque une diminution du coût, on accepte
cette modification et on se rapproche de la direction de Newton en diminuant λ (par
exemple par un facteur 10),

•  si la modification des paramètres provoque une augmentation du coût, on rejette
cette modification et on se rapproche de la direction du gradient en augmentant λ
(par exemple par un facteur 10) ; on calcule une nouvelle modification des
paramètres avec le nouveau pas.

La seule grandeur restant à fixer avant l'apprentissage est donc la valeur initiale du pas
([Bishop, 95] conseille λ0 = 0.1).

5.2.3.b Adaptation à la minimisation de J*

Qualitativement, minimiser la fonction de coût J* consiste à calculer la contribution de chaque
exemple à la modification du vecteur θ en faisant comme si cet exemple n'appartenait pas à la
base d'apprentissage.

Pour ce faire, il faut donc reconsidérer l'expression (5.8) et l'écrire sous la forme :

yp – f *(X , θk) ≅ yp – f *(X , θk – 1) +
∂ f ( – i)(x i,θ)

∂ θ θ = θk – 1

(θk – θk – 1)Σ
i = 1

N

≅ yp – f *(X , θk – 1) + Zk – 1
* (θk – θk – 1) ,

(5.12)
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Dans l'expression précédente, la matrice Zk – 1
*  représente, à l'étape k-1, la matrice (N, q) dont

les lignes sont égales aux dérivées partielles par rapport à θ des fonctions

f ( – i)(x i, θ)
i = 1, ..., N

.

Par analogie avec l'expression (5.10), on obtient donc :

θk = θk – 1 + 2 Zk – 1
*t Zk – 1

* + λ k – 1 I
– 1 ∂ J *

∂ θ θ = θk – 1

(5.13)

Par ailleurs, par définition de f (-i) et d'après (5.6), on peut faire l'approximation :

Z * = I – H * – 1
Z (5.14)

La modification des paramètres à l'étape k s'écrit finalement :

θk = θk – 1 + 2 Zk – 1
t (I – Hk – 1

* )
– 2

Zk – 1 + λ k – 1 I
– 1 ∂ J *

∂ θ θ = θk – 1

(5.15)

De même que précédemment, le gradient total 
∂ J *

∂ θ θ = θk – 1

 s'obtient en sommant les N

contributions partielles calculées par (5.7).

En ce qui concerne l'asservissement du pas λ, il faut également adapter la méthode présentée
précédemment, en intégrant la contrainte concernant le domaine de définition de J*, domaine
duquel on ne doit pas sortir. Nous proposons de l’adapter de la manière suivante :

•  si la modification des paramètres provoque une diminution du score de validation
croisé J* tout en conservant, numériquement, le rang de Z, on accepte cette
modification et on se rapproche de la direction de Newton en diminuant λ,

•  si la modification des paramètres provoque soit une diminution du rang de Z, soit
- si ce dernier est conservé - une augmentation du score de validation croisée J*,
on rejette cette modification et on se rapproche de la direction du gradient en
augmentant λ ; on calcule une nouvelle modification des paramètres avec le
nouveau gradient total équivalent.

5.2.4 En résumé

Nous venons de voir qu’il est possible d’adapter l’algorithme de Levenberg-Marquardt de
façon à minimiser la fonction de coût J*. Les différences par rapport à la minimisation de J
sont synthétisées dans le tableau 5.1.

Par conséquent, du point de vue du temps de calcul, la seule contrainte supplémentaire liée à
la minimisation de J* est celle du calcul des {hii}i=1, ..., N. Ce calcul nécessite une
décomposition de Z en valeurs singulières à chaque essai du pas λ (voir calcul des {hii}i=1, ..., N

en Annexe 1). Rappelons néanmoins que la fonction J* n'est définie que dans un domaine Ω*.
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Contribution de l’exemple i… J J*

…à la fonction de coût Ji(θ) = ypi – f (x i,θ)
2

Ji
*(θ) =

ypi – f (x i,θ)
1 – hii(θ)

2

…au gradient ∂ Ji

∂ θ = – 2 ypi – f (x i,θ) z i ∂ Ji
*

∂ θ ≅ – 2
ypi – f (x i,θ)

1 – hii(θ)
2 z i

…à la modification des poids
2 Zt Z + λ I

–1 ∂ Ji

∂ θ 2 Zt (I – H *)
– 2

Z + λ I
–1 ∂ Ji

*

∂ θ

Tableau 5.1 : Différences entre la minimisation de J et de J*

5.3 Mise en œuvre de l'algorithme

Nous venons de montrer au paragraphe précédent qu'il était possible d'adapter l'algorithme de
Levenberg-Marquardt à la minimisation de la fonction de coût J*. Or, celle-ci n'étant définie
que sur un domaine Ω* de ℜ q, il convient, d'une part, d'initialiser les poids à l'intérieur de ce
domaine, et, d'autre part, de s'assurer, à chaque modification des coefficients, que l'on reste
bien à l'intérieur de Ω*.

Ce paragraphe débute par l'étude de ces contraintes et conduit à définir la manière dont nous
avons mis en œuvre ce nouvel algorithme d'apprentissage. Ensuite, les résultats ainsi obtenus
seront commentés.

5.3.1 Etude des contraintes

Le domaine Ω* est défini par les exemples d'apprentissage, et, bien entendu, par la famille de
fonctions paramétrées considérée. Nous ne connaissons pas ses propriétés mathématiques, en
particulier en termes de compacité. On peut néanmoins prévoir une difficulté pratique,
résultant de l'initialisation des poids du réseau avant apprentissage : en effet, la procédure
habituelle d'initialisation des poids d'un réseau consiste à choisir pour ceux-ci des valeurs
aléatoires voisines de zéro, afin de ne pas saturer les fonctions de transfert sigmoïdales en
début d'apprentissage. Or, il est facile de vérifier que l'origine de ℜ  q ne fait pas partie de Ω*.
Il est donc très probable que ce type d'initialisation fasse démarrer l'apprentissage en-dehors
du domaine recherché.

La figure 5.1 illustre le fait que, durant la minimisation de la fonction J lors d'un
apprentissage conventionnel, le point représentatif du réseau dans l'espace des paramètres
parcourt successivement des zones où la matrice Z est de rang plein, et des zones où elle n'est
pas de rang plein, ce qui explique la discontinuité de J*. Il s'agit d'un apprentissage réalisé sur

les données issues de la fonction de régression 
sin (x)

 avec une architecture à 2 neurones

cachés avec terme direct, pourtant peu susceptible de présenter un surajustement. Le
minimum atteint est de rang plein, mais l'apprentissage a traversé des zones avec déficience
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de rang. Par ailleurs, on constate que bien que J* - lorsqu'il est défini - n'est soumis à aucune
contrainte sinon à celle d'être supérieure à J.

0,1

0,2

0,3

0,4

0 50 100 150 200 250 300 350

Itérations

J
N

J *

N

Figure 5.1 : Exemple d'évolution, discontinue, de J* lors d'une minimisation itérative de J par
l'algorithme de Levenberg-Marquardt

De plus nous avons montré au paragraphe 3.3.3 que, pour un exemple à forte influence, le
résidu Ri tend en général vers 0 moins rapidement que hii tend vers 1. En d'autres termes, il y
a de fortes chances pour que la fonction de coût J* prenne de grandes valeurs, voire tende vers
l'infini, à la frontière du domaine Ω*. Dans l'hypothèse où Ω* serait formé d'un ou plusieurs
domaines compacts, la surface représentée par J* serait constituée de "cuvettes" à bord fini ou
infini, desquelles il serait donc difficile de sortir.

Dans ces conditions, il apparaît préférable d'utiliser la méthode de minimisation de J* comme
une amélioration itérative de l'apprentissage classique, en laissant l'apprentissage sur J se
poursuivre jusqu'à son terme8, et commencer celui sur J* à partir du vecteur final des
coefficients, sous réserve que celui-ci se trouve dans Ω*.

5.3.2 Mise en œuvre de l'algorithme

Afin de rendre compte des performances que l'on obtient par la méthode décrite
précédemment, nous avons choisi de représenter les solutions atteintes (minima de J ou de J*)
- pour diverses initialisations des poids - par le couple (EQMA, Ep) dont les coordonnées

représentent les valeurs prises à la fin de l'apprentissage respectivement par J
N

 et J *

N
.

La figure 5.2 présente dans le plan (EQMA, Ep) les résultats obtenus en poursuivant la
minimisation du coût quadratique par la minimisation de J*. Il s'agit ici d'une architecture à 4
neurones cachés plus terme direct, ajustée sur les données issues de la fonction de régression
sin (x)

x . Ces résultats sont comparés à ceux obtenus avec les mêmes initialisations aléatoires

des poids (en l'occurrence 500) sans poursuite de l'apprentissage.

                                                
8 C'est-à-dire jusqu'à satisfaction de différents critères d'arrêts portant sur la norme du gradient, le pas
d'apprentissage, voire le nombre d'itérations.
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Certains exemples d'évolution de la solution obtenue, entre la fin de l'apprentissage sur J et la
fin de celui sur J*, sont présentés sur la figure 5.2 sous forme de flèches.
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Figure 5.2 : Exemple d'évolution des solutions atteintes grâce à la poursuite de
l'apprentissage par la minimisation itérative de J*

L'analyse de cet exemple amène plusieurs commentaires :

1. comme nous l'avons montré dans le chapitre 4, beaucoup de minima de J présentent -
malgré une matrice Z de rang plein - un surajustement certain. Ceci se traduit, dans le plan
précédent, par une dispersion des performances des minima beaucoup plus importante sur
Ep que sur l'EQMA, ce qui nous a conduit à utiliser une échelle logarithmique pour l'axe
des ordonnées9,

2. cette dispersion a été considérablement réduite par le fait de poursuivre, par la
minimisation de J*, chaque apprentissage qui avait convergé vers un minimum de rang
plein. A nombre d'initialisations aléatoires fixé, cette stratégie augmente donc la
probabilité de détecter le minimum global de J*,

3. la poursuite de l'apprentissage avec J* comme fonction de coût conduit à des réductions
effective de Ep. Ceci est logique car il n'y aucune raison - surtout pour des "grandes"
architectures - que les minima globaux de J et de J* coïncident. Cependant, pour les
minima présentant la plus petite valeur de l'erreur Ep, la réduction de cette dernière n'est
pas forcément significative (sur cet exemple le meilleur minimum atteint est passé de
Ep = 0,113 à Ep = 0.104),

4. la poursuite de l'apprentissage avec J* comme fonction de coût ne se traduit pas forcément
par une augmentation de l'EQMA. La figure 5.2 présente deux exemples pour lesquels

                                                
9 Pour des raisons de lisibilité du graphique, nous avons choisi de représenter les solutions telles que Ep > 1,0
comme si leur Ep était égale à 1,0.
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cette poursuite de l'apprentissage s'est traduite par la diminution conjointe de l'EQMA et
de Ep.

Dans le cas du problème maître-élève, cette stratégie ne modifie pas les minima sélectionnés
sur la base de Ep jusqu'à 5 neurones cachés (figure 5.3). Néanmoins, même pour des
architectures de taille supérieure, les erreurs Ep des minima atteints ne sont que légèrement
inférieures à celles atteintes par l'apprentissage classique (figure 4.8).

Dans ce cas, la principale amélioration apportée par la minimisation de J* consiste en une
dispersion moindre des solutions atteintes dans le plan (EQMA, Ep), ce qui - à nombre
d'initialisations égal - augmente la probabilité de trouver le minimum global de J*.
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Figure 5.3 : Performances des minima sélectionnés sur Ep suite à la poursuite de
l'apprentissage par la minimisation itérative de J* : cas du problème maître-élève

Finalement, cette stratégie s'avère donc intéressante à plusieurs titres. Même si le gain - en
termes de Ep atteint - n'est pas toujours significatif, elle permet de diminuer largement la
dispersion et la performance moyenne des minima atteints, quel que soit le nombre
d'initialisations aléatoires utilisées. Lors du choix du ou des modèles définitifs dans le plan
(Ep, µ), ceci permet d'augmenter le nombre de modèles à la disposition du concepteur.

5.4 Conclusion

Nous avons montré qu'il est possible de considérer directement la fonction J* comme une
fonction de coût, et d'adapter l'algorithme de Levenberg-Marquardt pour la minimiser.
Compte tenu des caractéristiques de cette fonction, il est cependant conseillé de considérer
l'apprentissage sur J* comme un prolongement de l'apprentissage sur J.

D'autres méthodes pourraient consister à "changer de fonction de coût" dès que la
minimisation de J est rentrée dans le domaine Ω*, ou à reprendre a posteriori l'apprentissage
sur J* à partir des poids pour lesquels, lors de la minimisation de J, la valeur prise par J* était
la plus faible. Outre le fait de nécessiter le calcul de J* et donc des {hii}i=1, ..., N lors de la
première phase de l'apprentissage, ce qui ralentit significativement les calculs, ces autres
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méthodes donnent - sur les deux exemples étudiés - de mauvais résultats (erreurs Ep plus
élevées et dispersion des minima, dans le plan (EQMA, Ep), plus grande qu'après minimisation
de J).

Le fait de poursuivre l'apprentissage sur J par la minimisation de J* peut s'interpréter comme
une forme de régularisation a posteriori des solutions obtenues. En effet, on peut considérer J*

comme la somme de J et d'un terme de pénalisation. Cependant, ce type de pénalisation est
différent de ceux couramment utilisés car, contrairement à - par exemple - la norme du
vecteur des poids, le terme de pénalisation utilisé ici dépend explicitement des données
utilisées. On ne pénalise donc pas a priori les solutions à forte variance, mais celles présentent
un surajustement par rapport à une certaine base d'apprentissage.

Finalement, les travaux présentés dans ce mémoire montrent que, face au dilemme biais /
variance, les approches a priori (par régularisation) et a posteriori (validation croisée) peuvent
être utilisées dans un même contexte, à savoir le leave-one-out.



Chapitre 6. Introduction au soudage par points 75

6 INTRODUCTION AU SOUDAGE PAR POINTS

Résumé

Le soudage par points sert à assembler localement deux tôles, en utilisant l'effet Joule. A cet
effet, on comprime ces tôles à l'aide d'une paire d'électrodes, généralement en alliage de
cuivre, et l'on fait passer par ces mêmes électrodes un courant électrique de forte intensité. La
chaleur engendrée par ce courant à l'interface tôle-tôle fait fondre localement le métal, ce qui
crée, après solidification, un point de soudure.

Une soudure est réalisée en une à deux secondes, avec un temps effectif de passage du
courant de quelques dixièmes de secondes. Les phénomènes physiques entrant en jeu lors
d'une soudure sont à la fois d'origine électrique, thermique, mécanique et métallurgique. La
rapidité et la complexité de ces phénomènes en font un procédé extrêmement difficile à
modéliser.

Conformément à la géométrie des électrodes, une soudure par point possède - dans le plan
des deux tôles - une forme approximativement circulaire. Si la fonction principale d'une
soudure est la tenue mécanique, on choisit généralement de caractériser sa qualité par son
diamètre de bouton, c'est-à-dire par le diamètre moyen (en millimètres) du rivet restant sur
l'une des deux tôles après un essai destructif appelé déboutonnage.

Parmi les différents paramètres de soudage, l'intensité du courant de soudage joue un rôle
prépondérant, car elle conditionne directement la taille de la soudure. Le domaine de
soudabilité d'un produit est défini comme la plage d'intensité permettant d'obtenir une
soudure de qualité satisfaisante, tous les autres paramètres (effort mécanique, durées, etc.)
étant fixés préalablement.

L'usage de tôles protégées contre la corrosion se généralise. Dans le cas où ce revêtement est
zingué, on constate que le revêtement entraîne une dégradation des électrodes, au fur et à
mesure de leur utilisation, ce qui se traduit par un décalage du domaine de soudabilité vers
les intensités élevées. On a pris l'habitude de caractériser cette dégradation par le nombre
maximal de points de qualité satisfaisante que l'on peut souder avec l'intensité de haut de
domaine à électrodes neuves. Ce nombre est appelé la durée de vie des électrodes.

6.1 Généralités

Le soudage par points fait partie de la famille des procédés de "soudage par résistance", au
même titre que le soudage à la molette, par bossages, ou en bout. Il est utilisé pour assembler
deux tôles (ou plus) dont l’épaisseur est typiquement comprise entre 0,5 et 10 mm. Signalons
que ces deux tôles peuvent avoir - même si ce n'est généralement pas le cas au CRDM - des
caractéristiques différentes (composition, revêtement), et qu'elles n’ont pas forcément la
même épaisseur. Historiquement, ce fut l’Américain Thomson qui eut, en 1877, l’idée
d’assembler deux tôles d’acier en utilisant, comme agent de chauffage, l’effet de la traversée
de l’assemblage par un courant électrique de forte intensité.
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Il s'agit depuis longtemps du procédé d'assemblage numéro un des carrosseries automobiles,
une voiture nécessitant en moyenne 4000 points soudés.

6.1.1 Principe

La figure 6.1 représente schématiquement le principe du soudage par points : les deux tôles
sont prises en étau entre deux électrodes afin de maintenir l’ensemble en contact. Cet
assemblage est ensuite traversé par un courant de forte intensité qui crée un noyau fondu au
niveau de l’interface tôle-tôle. En refroidissant, ce noyau fondu fixe localement les deux tôles
entre elles.

Transformateur

Figure 6.1 : Principe du soudage par points

6.1.2 Déroulement du cycle de soudage

Un cycle de soudage se décompose en quatre phases (voir [Cazes 93]) :

•  l’accostage : les électrodes se rapprochent et viennent comprimer les pièces à souder, à
l’endroit prévu et sous un effort donné. Dans le cas des machines du CRDM, seule
l’électrode supérieure se rapproche, l’autre étant fixe. Cette phase se termine quand la
valeur d'effort nominale est atteinte,

•  le soudage : le courant passe, déclenché par la fermeture du contacteur du circuit de
puissance, et doit, par effet Joule, produire assez de chaleur à l’interface tôle-tôle pour
qu’une zone fondue apparaisse,

•  le forgeage : effectué avec maintien de l'effort mais sans passage de courant, il permet au
noyau fondu de se refroidir et de se solidifier en restant confiné,

•  la remontée de l’électrode : l’ensemble des deux tôles peut alors être translaté afin de
procéder à la soudure d'un nouveau point.

Ces quatre phases, ainsi que les évolutions de l’effort mécanique et du courant de soudage
tout au long d’un cycle, sont représentées sur la figure 6.2.
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Accostage Soudage
(courant I)

Maintien
(Forgeage)

Remontée de
l'électrode

Temps

Intensité de soudage

Effort de serrage

Figure 6.2 : Les différentes phases d’un cycle de soudage

L’allure des courbes d’effort et d’intensité représentées ici est purement qualitative. Dans la
pratique, leurs évolutions ne sont jamais linéaires car les valeurs sont fortement perturbées par
les évolutions des résistances mécaniques et électriques rencontrées.

6.1.3 Paramètres de soudage

Les paramètres de soudage doivent être adaptés en fonction des caractéristiques des tôles à
souder. Par exemple, on conçoit bien que des tôles plus épaisses nécessitent un apport
d'énergie plus important, permettant de fondre plus de métal, donc de former un noyau plus
gros.

Dans l'ordre chronologique, l'effort de soudage est la première variable entrant en jeu
puisqu'elle intervient dès la phase d'accostage. La valeur à appliquer (de l'ordre de quelques
centaines de daN pour des produits d'épaisseur inférieure à 1 mm) dépend essentiellement des
caractéristiques mécaniques et de l'épaisseur des tôles à souder. Dans la pratique, la courbe de
mise en effort n'est pas linéaire comme indiqué sur la figure 6.2, mais dépend des
caractéristiques de la machine à souder.

Le courant de soudage est évidemment un paramètre décisif, car il intervient au carré dans
l'énergie dissipée par effet Joule. L'intensité efficace à délivrer (typiquement entre 5 et 20 kA)
dépend, là encore, des propriétés mécaniques, de l'épaisseur des tôles à souder ainsi que de la
présence ou non de revêtement. On utilise généralement un courant alternatif monophasé à
50 Hz, dont la valeur moyenne efficace sur une soudure peut être régulée par rapport à la
valeur de consigne, par un dispositif électronique adapté. Même si nous ne l'avons pas
considéré dans ce travail, il est possible d'utiliser d'autres types de courants, notamment le
courant continu, obtenu par redressement et filtrage, à partir d'un générateur 1000 Hz.
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Le temps de soudage intervient au premier ordre dans l'énergie électrique dissipée. Ce
paramètre, d'une valeur typique de quelques dixièmes de seconde, est donc, lui aussi, adapté
aux propriétés des tôles à souder. Lorsque le temps de soudage désiré est particulièrement
long, on le découpe en "pulsations" - ou "temps chauds" - séparés par des "temps froids".

Le temps de forgeage nécessaire à la solidification de la soudure est généralement du même
ordre de grandeur que le temps de soudage.

La réalisation d'un point soudé nécessitant environ 1 à 2 secondes, le procédé est adapté aux
cadences de production élevées de l'industrie automobile moderne.

6.1.4 Mécanisme de formation de la soudure

La chaleur servant à faire fondre l'acier au niveau du contact tôle-tôle est créée par effet Joule
durant le passage du courant dans les conducteurs. La quantité de chaleur dégagée pendant la
durée t en fonction de l'intensité du courant et de la résistance électrique traversée est donnée
par la relation :

Q = R i2 dτ
τ 0

τ 0 + t (6.1)

Résistance ohmique de l'électrode

Résistance de contact tôle-électrode

Résistance ohmique de la tôle supérieure

Résistance de contact tôle-tôle

Résistance ohmique de l'électrode

Résistance ohmique de la tôle inférieure

Résistance de contact tôle-électrode

Figure 6.3 : Circuit électrique équivalent d'un assemblage de deux tôles nues (d'après
[Sauvage 94])

Si l'on néglige les phénomènes capacitifs, l'équivalent électrique de l'assemblage de soudage
par points est constitué de résistances en série (cf. figure 6.3). Le dégagement de chaleur est
donc maximal à l'endroit où la résistance est la plus élevée.

Dans la pratique, les résistances de contact sont, au début d'un cycle de soudage, plus grandes
que les résistances ohmiques des tôles et des électrodes. Dans le cas de produits revêtus, il est
possible d'utiliser le même modèle que celui de la figure 6.3 (les résistances des revêtements
étant alors incluses dans les résistances de contact), ou de compléter le modèle en ajoutant
quatre résistances ohmiques du revêtement.
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Ces diverses résistances, qui ont une influence directe sur les dégagements de chaleur, donc
sur la constitution du noyau fondu, ne sont pas constantes au cours d'un cycle de soudage.
Elles dépendent en effet fortement de la température :

•  les résistances ohmiques augmentent en fonction de la température,

•  les résistances de contact diminuent lorsque la température augmente. En effet, les contacts
étant initialement "ponctuels" plutôt que surfaciques, ces résistances dépendent
directement, à pression donnée, des caractéristiques mécaniques des matériaux en contact
et de leur état de surface : la dureté des matériaux diminuant avec l'échauffement, les
surfaces de contact augmentent. Il y a donc une diminution des résistances de contact avec
la température.

En début de soudage, les dégagements de chaleur les plus importants sont situés au niveau des
différentes discontinuités de l'assemblage :

•  à l'interface tôle-tôle, cette chaleur sert à faire fondre le revêtement et l'acier afin de former
le noyau fondu,

•  aux interfaces électrode - tôle, cette chaleur - qui ne contribue pas à la formation de la
soudure - est en partie évacuée par les électrodes, qui, outre une bonne conductivité
électrique, doivent par conséquent avoir une conductivité thermique élevée.

La figure 6.4 représente les évolutions des différentes résistances au cours d'un cycle de
soudage dans le cas de tôles non revêtues.

temps de
soudage

Résistances
électriques

Résistance totale
entre électrodes

Résistances ohmiques

Résistances de contact

Figure 6.4 : Évolution des résistances en cours de soudage sur tôles nues (voir [Sauvage 94])

L'analyse des évolutions de ces résistances permet de mieux comprendre la cinétique de
formation du point : l'échauffement est réalisé en premier lieu au niveau des interfaces, et
l'électrode évacue les calories créées à l'interface tôle-électrode. Le noyau fondu s'initie à
l'interface tôle-tôle et ne progresse que grâce aux résistances ohmiques des tôles.

Dans le cas de tôles revêtues, le graphe de la figure 6.4 se complique sensiblement, car il faut
tenir compte de la résistance ohmique du revêtement ainsi que de sa température de fusion. Il
est difficile de définir une tendance générale car certains revêtements ont une résistivité plus
faible que celle de l'acier (cas des revêtements à base de zinc), tandis que d'autres ont une
résistivité plus élevée (cas des revêtements organiques).
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6.1.4 Géométrie d'un point soudé

La géométrie d'un point soudé présente trois particularités (voir figure 6.5) :

•  discontinuité de l'assemblage,

•  présence d'une entaille concentrant les contraintes en cas de sollicitations mécaniques,

•  indentation, par pénétration de l'électrode, des faces externes de l'assemblage.

Métal de base

Indentation

Zone affectée thermiquement (ZAT) Noyau fondu

Fond d'entaille

Figure 6.5 : Coupe d'un point soudé

Qualitativement, on constate que les caractéristiques mécaniques de la soudure sont
principalement influencées par la taille du noyau fondu, et en particulier par son diamètre
dans le plan des deux tôles.

Si la puissance électrique fournie est trop faible, le noyau fondu est trop petit, voire inexistant,
et les caractéristiques mécaniques du point soudé risquent d’être insuffisantes. Plus on
augmente la puissance fournie, plus la zone fondue est étendue et plus le point est résistant
aux contraintes mécaniques. Cependant, passé un certain seuil, le noyau fondu atteint soit le
fond d’entaille soit une des faces extérieures de la tôle : sous l’effet de la pression mécanique
exercée par les électrodes, on assiste alors à une éjection de métal fondu (phénomène dit
"d'expulsion") : la qualité du point soudé s’en trouve dégradée.

Ainsi, pour un type de tôle, une durée de soudage et un effort donnés, il existe une intensité
minimale, en dessous de laquelle la tenue mécanique minimale définie par le cahier des
charges de l'utilisateur du procédé n'est pas assurée, et une intensité maximale, au-dessus de
laquelle il y a expulsion. Nous allons revenir dans le paragraphe suivant sur cette plage
d’intensités acceptables, appelée "domaine de soudabilité" du produit.

6.2 Caractérisation d'une tôle d'acier revêtues

Par caractérisation d'une tôle, nous entendons ici l'étude de son aptitude au soudage par points
dans certaines conditions. Au CRDM, ces études sont généralement faites selon la méthode
préconisée par la norme [NF A 87-001]. Il s'agit de déterminer, pour une tôle donnée, son
domaine de soudabilité et la durée de vie des électrodes de soudage.

Dans les deux cas, le critère de qualité d'un point soudé, en termes de résistance mécanique,
est le diamètre de bouton. La définition du terme bouton, donnée dans [NF A 87-001] est le
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"rivet de déboutonnage restant sur l'une ou l'autre des tôles après essai destructif du point de
soudure" (voir figure 6.6).

Figure 6.6 : Déboutonnage d’un point soudé

Ce test de déboutonnage peut être réalisé de plusieurs manières (traction pure, traction
cisaillement, pelage, etc.).

Les diamètres minimal et maximal du bouton sont ensuite mesurés à l'aide d'un pied à
coulisse. Le critère d'acceptabilité porte alors à la fois sur le diamètre minimal10, et sur la
moyenne des deux11.

Cette approche suppose implicitement que le bouton a une forme elliptique et donc que ses
diamètres minimal et maximal :

1. sont facilement détectables et mesurables,

2. caractérisent bien la taille de la soudure.

Nous reviendrons dans les chapitres suivants sur cette hypothèse.

Notons cependant que le test destructif ne met pas forcément en évidence un bouton
mesurable : on peut observer une rupture en plan de joint ou un "déchirement" de ce bouton.

6.2.1 Le domaine de soudabilité

La norme [NF A 87-001] définit le domaine de soudabilité comme la "plage d'intensités
efficaces du courant de soudage permettant d'obtenir un point de soudure de tenue mécanique
satisfaisant aux critères définis auparavant".

Comme nous l'avons déjà indiqué dans les paragraphes précédents, la taille du noyau fondu
est fortement liée à la quantité d’énergie électrique fournie à la soudure, donc à l’intensité
efficace utilisée. Si celle-ci est trop faible, le noyau fondu est trop petit voire inexistant, et le
déboutonnage n’a pas lieu lors du test destructif : il y a Rupture en Plan de Joint (RPJ) de
la soudure. Au-delà d’un certain seuil d’intensité, il y a déboutonnage, et le diamètre du
bouton est caractéristique de la tenue mécanique du point soudé : plus on augmente l'énergie
fournie, plus la zone fondue est large et plus le point est résistant aux contraintes mécaniques.
Cependant, passé un certain seuil d’intensité, donc d'énergie électrique, le noyau fondu

                                                
10 Qui doit être supérieur à 3 mm pour des tôles d'épaisseur inférieure à 1,25 mm, et supérieur à 5 mm pour des
tôles plus épaisses.

11 Qui doit être supérieure à 4 mm pour des tôles d'épaisseur inférieure à 1,25 mm et supérieure à 6 mm pour des
tôles plus épaisses.
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déborde la zone maintenue entre les électrodes : il y a expulsion, et la taille du noyau fondu
s’en trouve diminuée.

En résumé, il s’agit d’étudier les variations du diamètre de bouton, donc de la tenue
mécanique de la soudure, en fonction de l'intensité efficace. Ceci est schématisé sur la figure
6.7.

Intensité
efficace

Domaine de soudabilité

Diamètre
min. toléré

Diamètre de bouton
Expulsion

Imin             Imax

Figure 6.7 : Définition du domaine de soudabilité

Par domaine de soudabilité, on entend ainsi l'intervalle [Imin, Imax], où Imin est la plus petite
intensité donnant un diamètre acceptable, et Imax est la plus grande intensité ne provoquant pas
d'expulsion.

Pour mesurer le diamètre de bouton correspondant à une intensité donnée, on soude deux
éprouvettes entre elles en les disposant comme indiqué sur la figure 6.8. Celles-ci sont
maintenues dans cette position, avant et pendant le soudage, par un gabarit. La traction se fait
en appliquant une force F croissante dans le temps jusqu'à rupture de la soudure. L'opérateur
note alors, dans la mesure où un bouton apparaît sur l'une des deux tôles, ses diamètres
minimal et maximal.

F

F F
F

12538

Point soudé

Figure 6.8 : Éprouvettes de traction en croix
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Pour fixer les idées, les spécifications des clients de Sollac imposent en général un domaine
de soudabilité d’au moins 1,5 kA. Dans le cas contraire, ils estiment que la mise en œuvre du
produit est trop problématique.

6.2.2 La dégradation des électrodes

Ce test vise à estimer le nombre de points soudés de bonne qualité (en termes de diamètre
minimal acceptable) que l'on peut effectuer avec un jeu d'électrodes en gardant les mêmes
réglages de paramètres, et en particulier l’intensité. En effet, on assiste à une dégradation des
électrodes en fonction du nombre de points soudés, qui se traduit par une diminution de la
qualité des soudures.

Cette dégradation des électrodes est due à une combinaison d’effets mécanique et chimique
activés par les températures atteintes au niveau des interfaces électrode - tôle. L’usure des
électrodes est particulièrement rapide sur produits revêtus zingués (avec - par ordre de vitesse
de dégradation - les revêtements galvanisé-allié, électrozingué et galvanisé), pour lesquels on
assiste à la création d'un alliage entre le cuivre des électrodes et le zinc du revêtement
(formation de laiton). Cette dégradation entraîne un élargissement de la face active des
électrodes et donc, à intensité de soudage égale, une diminution de la densité de courant.
L’échauffement est donc de moins en moins localisé, ce qui a pour effet paradoxal de
diminuer la taille du noyau fondu, de telle sorte que l'intensité nécessaire pour obtenir une
taille de bouton donnée est de plus en plus élevée. Autrement dit, le domaine de soudabilité
du produit se décale vers les hautes intensités.

On définit alors la durée de vie des électrodes, pour certains réglages des paramètres, comme
le "nombre de points de qualité satisfaisante (selon le même critère que pour le domaine de
soudabilité) que l’on peut souder avec un jeu d’électrodes en se plaçant à l’intensité haute du
domaine de soudabilité correspondant aux électrodes neuves".

La figure 6.9, qui illustre les notions de décalage du domaine de soudabilité et de durée de vie
des électrodes, est tout à fait qualitative. Elle suppose en effet que l'état des électrodes peut
être caractérisé par le nombre de points soudés ; or cela dépend également de l'intensité à
laquelle ces points ont été soudés. Par ailleurs, l'évolution des limites basses et hautes n'est
pas forcément linéaire - ni même monotone. En revanche, la tendance à l'élargissement du
domaine de soudabilité est effectivement présente (voir par exemple [Gobez 94]), et résulte
du fait qu'avec des électrodes usées, l'expulsion se produit pour des diamètres de boutons plus
élevés.

Pour déterminer la durée de vie des électrodes, on utilise des électrodes neuves, et l'on soude
des tôles appelées bandes d'usure en se plaçant à la limite supérieure du domaine de
soudabilité. Suivant la durée de vie estimée a priori, on réalise tous les 200, 100 ou 50 points
une bande de contrôle de 10 points destinée à subir des essais mécaniques.

En fonction des diamètres de boutons obtenus sur cette bande de contrôle et des mêmes
critères de qualité que pour la détermination du domaine de soudabilité, l'opérateur décide soit
de poursuivre l'essai en gardant la même intensité efficace, soit d'effectuer un recalage de
cette intensité. Dans un contexte industriel, l'opération visant à compenser l'usure des
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électrodes par une augmentation progressive de l'intensité de soudage est désignée sous le
nom de loi de déphasage.

Etat des électrodes
/ nombre de points

Durée de vie

Domaine de
soudabilité

Intensité

Figure 6.9 : Décalage du domaine de soudabilité vers les intensités hautes avec la
dégradation des électrodes

Lors d'un recalage au sens de la norme [NF A 87.001], l'intensité utilisée correspond à la
nouvelle limite supérieure du domaine de soudabilité. Il faut donc de nouveau déterminer
l'intensité maximale sans expulsion avec les électrodes usées.

L'essai de durée de vie est arrêté - à l'initiative de l'opérateur - lorsqu'il juge, après un ou deux
recalages, que le pourcentage d'augmentation du courant est trop élevé, voire que le nombre
de points par incrémentation est trop faible, ou que la qualité du point (qu'il estime
visuellement) est trop mauvaise.

Pour contrôler la qualité des points de la bande de contrôle, on utilise un dispositif permettant
de déboutonner simultanément les 10 points soudés (voir [NF A 87-001]). Ce dispositif,
communément appelé les "dents de la mer", est schématisé sur la figure 6.10.

Pour des raisons de symétrie évidentes, on ne considère pas les diamètres des deux points
extrêmes comme significatifs. En effet, ils ne sont soumis que d'un seul côté à une force
d'écartement. Il peut même arriver qu'ils ne soient pas totalement déboutonnés. Dans ce cas,
les deux tôles sont séparées à l’aide d’un marteau et d’un burin.

Suivant le produit, la durée de vie des électrodes est, significativement différente. Ainsi, par
exemple sur les produits GA et GZ 2 (Annexe 5) dont nous nous servirons au chapitre 8 pour
illustrer les résultats de notre méthode, la durée de vie sans recalage est respectivement égale
à 3500 et 400 points.
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Figure 6.10 : Dispositif de déboutonnage simultané de 10 points de soudure

6.3 Conclusion

Les principes fondamentaux décrits dans ce chapitre d'introduction permettront au lecteur non
spécialiste de se familiariser avec le procédé de soudage par points et de mieux appréhender
les concepts qui seront présentés dans les deux chapitres suivants.

Précisons tout de même que cette présentation est fortement empreinte de la norme française
[NF A 87.001], qui constitue la base de tous les essais standards effectués au CRDM. Il ne
s'agit donc pas de la seule manière possible d'appréhender le procédé de soudage par points et
la caractérisation de la soudabilité d'un produit.

Par exemple, [Waddell 97] souligne l'intérêt de suivre, en fonction de l'usure des électrodes,
l'évolution des limites d'expulsion et de qualité minimale (4 mm). Ceci permet de caractériser
plus finement la soudabilité d'un produit et d'estimer une pente de loi de déphasage linéaire :
nous reviendrons sur ce point dans le chapitre 8.

Compte tenu du cadre que nous venons de fixer, nous allons étudier dans le chapitre suivant la
signification et les enjeux d'une modélisation du soudage par points.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons montré l'intérêt que présentent les réseaux de neurones dans le
cadre du contrôle non destructif et de la commande du procédé de soudage par points. Il en
résulte une méthodologie, clairement définie, pour obtenir, tester et éventuellement améliorer
un modèle de prévision du diamètre de bouton valable dans les conditions désirées.

Cette étude nous a amené à orienter nos recherches vers deux aspects théoriques concernant la
mise en œuvre des réseaux de neurones, et plus généralement de tout modèle statistique :

1. comment sélectionner le bon modèle parmi une série de modèles candidats ? N'ayant pas
d'idée a priori sur le nombre minimal de soudures à fournir pour obtenir de bons résultats,
nous avons décidé d'axer nos recherches sur le leave-one-out, méthode de validation
croisée réputée pour donner de bons résultats avec peu d'exemples,

2. quel est le domaine de validité d'un modèle ? Ceci nous a conduit à examiner la notion
d'intervalle de confiance sur la sortie d'un modèle, linéaire ou non.

Finalement, il s'avère que ces deux aspects peuvent être abordés dans un même contexte, en
utilisant le même outil, à savoir un développement de Taylor de la sortie du modèle au
voisinage d'un point de l'espace des paramètres.

Nous avons montré que ce développement de Taylor permet d'estimer l'effet du retrait d'un
exemple de la base d'apprentissage sur la solution des moindres carrés, la sortie du modèle,
l'intervalle de confiance sur la prédiction de cet exemple, etc. Toutes ces estimations sont
obtenues à partir de la grandeur hii, comprise entre 0 et 1, et qui représente l'influence de
l'exemple i sur l'estimation des paramètres du modèle.

Nous avons ensuite étudié l'estimation Ep des performances de généralisation d'un modèle,
fondée sur les erreurs de prédiction calculées précédemment. À architecture donnée, nous
montrons que la sélection de modèles sur la base de Ep est meilleure que celle résultant d'une
mise en œuvre classique du leave-one-out, pour plusieurs raisons : elle évite la sélection de
modèles surajustés, ne nécessite aucune hypothèse de stabilité algorithmique, et est bien plus
rapide à effectuer. De plus, puisqu'il n'est plus nécessaire d'effectuer autant d'apprentissages
qu'il y a d'exemples, cette méthode ne se limite plus aux problèmes où les exemples
disponibles sont peu nombreux.

Pour comparer des modèles correspondant à différentes architectures, nous avons montré qu'il
est judicieux de considérer la moyenne des intervalles de confiance sur la prédiction des
exemples d'apprentissage, et nous avons défini un critère normalisé µ. Nous sommes arrivés à
la conclusion que le modèle définitif devait être choisi en fonction de l'objectif recherché : s'il
s'agit de trouver le meilleur modèle, sachant que l'on ne dispose que de ces N exemples
d'apprentissage, il convient de choisir l'architecture présentant le critère µ le plus grand
possible. En revanche, si l'on a l'intention et surtout la possibilité d'améliorer les performances
du modèle, le choix d'un modèle légèrement surajusté, associé à l'utilisation des intervalles de
confiance, permettra de compléter de manière ciblée la base d'apprentissage et d'augmenter
localement la confiance du modèle.
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Enfin, nous avons proposé une adaptation de l'algorithme de Levenberg-Marquardt, de
manière à pouvoir minimiser directement la fonction de coût correspondant à l'erreur Ep. Nous
avons montré qu'il est avantageux de rechercher un minimum de cette nouvelle fonction de
coût, après la minimisation classique de la fonction de coût des moindres carrés.

Finalement, l'étude théorique du leave-one-out présentée dans ce mémoire nous a conduit à
définir une méthode originale de sélection de modèles, qui considère directement l'origine du
surajustement, à savoir la trop grande influence de certains exemples sur l'estimation des
paramètres d'un modèle. L'utilisation conjointe de cette méthode et des intervalles de
confiance permet à l'ingénieur de maîtriser à la fois la complexité et le domaine de validité de
ses modèles, et ainsi d'en envisager l'amélioration progressive.

Une étude détaillée du procédé de soudage par points nous a permis de développer une
application de cette approche au problème de la prédiction du diamètre de bouton. Nous
avons tout d'abord analysé, d'un point de vue physique, les grandeurs susceptibles d'être
pertinentes pour l'objectif de modélisation que nous nous étions fixé. Afin de sélectionner les
quantités les plus pertinentes parmi les grandeurs candidates résultant de notre analyse, nous
avons utilisé plusieurs méthodes de sélection qui ont donné des résultats concordants. Nous
avons ensuite appliqué notre méthodologie de conception de modèles à deux aciers revêtus, et
avons obtenu des résultats très proches de l'optimum : des prédictions du diamètre du bouton
dont la précision est de l'ordre de l'incertitude sur la mesure de ce diamètre. Il convient de
noter que, compte tenu de la nature de ce procédé, et en particulier de la différence entre
paramètres de soudage et caractéristiques de la qualité du point, l'utilisation des intervalles de
confiance a été déterminante dans le succès de l'application.

Les perspectives industrielles offertes par un modèle de contrôle non destructif de la qualité
de soudures par points sont nombreuses. Il reste désormais à vérifier que cette approche
pourra s'accommoder des contraintes en milieu de production.

Notre travail nous a donc permis de proposer une méthodologie originale, et d'usage très
général, pour la conception de modèles non linéaires. Nous en avons montré l'efficacité lors
de son application, dans le cas des réseaux de neurones, à un problème industriel réel dont
l'enjeu est important.
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ANNEXE 1 : CALCUL DES hii

Soit Z une matrice de dimensions (N, q) (avec N ≥ q), matrice jacobienne d'une fonction

f(X, θ) réalisée par exemple par un réseau de neurones à q coefficients, ou par une fonction
linéaire à q - 1 régresseurs (dans ce cas, la matrice Z est égale à la matrice des observations).

Définissons Z = t[z1, ..., zN], avec z i =
∂ f (x i, θ)

∂θ θ = θ*
. On cherche à calculer les termes

diagonaux de la matrice de projection H = Z (tZ Z)-1 tZ , définis comme :

hii = tzi (tZ Z)-1 zi (A1.1)

En tant qu'éléments diagonaux d'une matrice de projection orthogonale, les termes
{hii}i = 1, ..., N ne sont définis que dans le cas où Z est de rang plein, c'est-à-dire si tZ Z est
inversible. Dans ce cas, ils vérifient les propriétés suivantes :

∀ i ∈  [1, ..., N]  0 ≤ hii ≤ 1 (A1.2)

trace (H) = hiiΣ
N

= rang (Z) (A1.3)

On obtient Z soit par calcul direct, à partir de la forme analytique de la fonction f, soit - dans
le cas de réseaux de neurones non bouclés - en rétropropageant une erreur égale à -1.

Une première méthode de calcul des hii consiste à calculer la matrice tZ Z, à l'inverser par une
méthode classique (Cholesky, décomposition LU, ...), puis à la multiplier à droite et à gauche
par les vecteurs zi et tzi. Cette méthode ne donne cependant de bons résultats que si la matrice
tZ Z est suffisamment bien conditionnée pour que son inversion se déroule sans problème.
Dans le cas contraire, ce calcul donne des valeurs supérieures à 1, voire négatives, c'est-à-dire
ne satisfaisant pas à la relation (A1.2).

La solution que nous proposons consiste à décomposer la matrice Z sous la forme :

Z = U W tV (A1.4)

avec :

•  U matrice (N, q) telle que tU U = I,

•  W matrice (q, q) diagonale, dont les termes diagonaux, appelés valeurs singulières de Z,
sont positifs ou nuls et classés par ordre décroissant,

•  V matrice (q, q) telle que tV V = V tV = I.

Cette décomposition, connue sous le nom de décomposition en valeurs singulières ou
décomposition SVD (Singular Value Decomposition), est précise et très robuste, même si la
matrice Z est mal conditionnée ou de rang inférieur à q (cf. [Press 92]).
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On obtient donc :

tZ Z = V W tU U W tV = V W 2 tV (A1.5)

puis

(tZ Z)-1 = V W -2 tV (A1.6)

Cette décomposition permet donc le calcul direct de la matrice (tZ Z)-1, dont les éléments
s'écrivent :

Zt Z
lj

– 1
=

Vlk Vjk

Wkk
2Σ

k = 1

q
(A1.7)

On peut alors calculer l'expression de hii sous la forme :

hii = z it Zt Z
– 1

z i = Zil ZijΣ
j = 1

q

Zt Z
lj

– 1Σ
l = 1

q
(A1.8)

En utilisant (A1.7) puis en inversant l'ordre des sommes, il vient :

hii = 1
Wkk

Zij VjkΣ
j = 1

q 2

Σ
k = 1

q (A1.9)

Cette méthode permet ainsi le calcul des {hii}i = 1, ..., N sans avoir à calculer explicitement les
termes de la matrice (tZ Z)-1, ce qui est important au niveau de la précision du calcul, dans le
cas de matrices mal conditionnées. D'un point de vue numérique, étant donné que les valeurs
singulières de Z sont classées par ordre décroissant, il est conseillé de calculer les {hii}i = 1, ..., N

en faisant varier k de q à 1 et non pas de 1 à q.

Cette méthode de calcul fournit des termes systématiquement positifs ou nuls, ce qui permet
de s'assurer en partie de la condition (A1.2).
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ANNEXE 2 : SURAJUSTEMENT ET REDONDANCE DE COEFFICIENTS

La méthode présentée au paragraphe 2.4.2 pour détecter le surajustement part du constat
suivant : à partir d'une certaine taille d'architecture, la matrice Z - dont le rang est
normalement égal au nombre de coefficients ajustables du modèle - n'est plus de rang plein,
traduisant ainsi un surajustement. Cette interprétation de la déficience du rang de Z suppose
toutefois que l'architecture utilisée ne présente aucune redondance parmi ses coefficients.
Nous précisons ce point dans la présente annexe.

Considérons par exemple le réseau représenté sur la figure A2.1, réalisant une fonction
y = f(x, w), dans laquelle w est un vecteur de 6 paramètres. À partir de la forme algébrique de
f, on montre la relation suivante :

∀ x,w w43

∂ f x,w
∂w43

= w30

∂ f x,w
∂w30

+ w31

∂ f x,w
∂w31

Cette relation traduit une dépendance entre les colonnes correspondantes de la matrice Z, qui -
quel que soit le vecteur des paramètres - sera de rang inférieur ou égal à 5.

La relation précédente peut également se comprendre de la façon suivante : en multipliant le
paramètre w43 par un réel quelconque k et en divisant w30 et w31 par ce même facteur, la
fonction f reste inchangée. On pourrait ainsi fixer arbitrairement un de ces trois poids à une
valeur non nulle (par exemple à 1) sans modifier la famille de fonctions paramétrées
engendrée par ce réseau. Parmi les 6 poids utilisés, il n'y en a donc que 5 réellement utiles :
l'un d'eux est redondant.

0

2

Biais x

1

3

4

y

Figure A2.1 : Exemple de modèle statique avec redondance de coefficients

Dans le cas d'un modèle statique, ce cas ne se produit que lorsqu'on utilise plusieurs neurones
linéaires en cascade, ce qui ne présente effectivement aucun intérêt. Il est donc difficile de ne
pas se rendre compte de la présence de redondances dans l'architecture d'un réseau de
neurones classique utilisé comme modèle statique.
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En revanche, lorsque ces modèles sont bouclés de façon à modéliser des phénomènes
dynamiques, ceci est moins évident à constater. Le modèle représenté sur la figure A2.2
permet de s'en convaincre. Il s'agit d'un modèle, comportant une entrée, une sortie et une
variable d'état, réalisant une fonction du type :

y( p + 1) = f x( p), y( p), s( p), w

s( p + 1) = g x( p), y( p), s( p), w

0 2

Biais x(p)

1 3

4

y(p+1)

y(p)

∆

s(p+1)
5

s(p)

6

Figure A2.2 : Exemple de modèle dynamique avec redondance de coefficients

Lorsque l'on considère cette fonction sur un horizon fini, et que l'on en fixe l'état initial (c'est-
à-dire y(0) et s(0)), on peut écrire y(p+1) = F(x(0), ..., x(p), w) .

En l'absence de valeurs désirées pour la sortie d'état, et en appliquant le même type de
raisonnement que dans le cas statique, on peut montrer que la matrice jacobienne de ce
modèle, qui possède 8 coefficients, est toujours de rang inférieur ou égal à 5.

Pour ce faire, considérons les trois transformations linéaires suivantes, qui modifient la
fonction g tout en laissant la fonction f invariante :

w60 → w60 + k
w40 → w40 – kw43

⇔ s → s + k  : on peut donc fixer arbitrairement w60 à 0,

w60 → k′w60

w64 → k′w64

w43 → w43 / k′
⇔ s → k′s  : on peut donc fixer arbitrairement w64 à 1,

w60 → w60 + k′′ w50

w64 → w64 + k′′ w54

w42 → w42 – k′′ w43

⇔ s → s + k′′ y  : on peut donc fixer arbitrairement w42 à 0.

Pour chacune de ces transformations, il existe une relation linéaire entre les colonnes de la
matrice jacobienne de F. Par exemple, pour la première de ces transformations, il existe une
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relation linéaire, valable quels que soient x(0), ..., x(p) , entre 
∂y( p + 1)

∂w40

, 
∂y( p + 1)

∂w43

 et

∂y( p + 1)
∂w

. L'expression de cette relation, dont les coefficients dépendent de y(0), s(0) et du

vecteur w, n'est pas aussi simple que dans l'exemple du modèle statique présenté plus haut.

Il y a donc 3 coefficients redondants dans l'architecture de la figure A2.2. Le modèle
dynamique réalisant la même fonction f, sans aucune redondance, est représenté sur la figure
A2.3 :

0 2

Biais x(p)

1

3

4

y(p+1)

∆

s'(p+1)

s'(p)

Figure A2.3 : Modèle dynamique équivalent, sans coefficients redondants

Cet exemple montre que le bouclage d'une sortie, ou d'une variable d'état, provenant d'un
neurone linéaire peut conduire à des redondances de coefficients et ainsi à une déficience
systématique dans le rang de Z. Il n'a cependant qu'une valeur illustrative : notre propos est
simplement de mettre en garde contre certaines redondances "cachées" dans les modèles
dynamiques.

La mise au point de règles concernant la définition d'architectures de modèles bouclés et de
formes canoniques sans redondances demanderait sans doute une approche un peu plus
poussée, qui sort du cadre de la présente thèse.
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ANNEXE 3 : DEMONSTRATION DE LA RELATION (3.8)

Nous présentons ici une démonstration de la relation (3.8), qui se fonde sur deux lemmes
d'inversion matricielle. Elle est inspirée de [Antoniadis 92].

Considérons la matrice de dimensions (q+1, q+1) M =
Zt Z z i

z it 1
 supposée inversible et

notons son inverse M – 1 = A b
bi c

. La matrice A, le vecteur b et le réel c vérifient donc les

équations suivantes :

tZ Z A + zi tb = I (A3.1)

tZ Z b + zi c = 0 (A3.2)

tb + tzi A = 0 (A3.3)

c + tzi b = 1 (A3.4)

Lemme 1 :

A = Z ( – i)t Z ( – i)
– 1 (A3.5)

Démonstration :

À partir de (A3.1) et (A3.3), on a tZ Z A - zi tzi A = I, soit A = Zt Z – z i z it
– 1

= Z ( – i)t Z ( – i) – 1

Lemme 2 :

A = Zt Z
– 1

+
Zt Z

– 1
z i z it Zt Z

– 1

1 – hii

(A3.6)

Démonstration :

En résolvant le système linéaire constitué des équations (A3.1) à (A3.4), on obtient

c =
1

1 – hii

, b = –
Zt Z

– 1
z i

1 – hii

 et la relation (A.3.6). Ceci est un cas particulier d'un lemme

d'inversion matricielle plus général.
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Démonstration de la relation (3.8) :

En combinant (A3.5) et (A3.6), on obtient :

Z ( – i)t Z ( – i)
– 1

= Zt Z
– 1

+
Zt Z

– 1
z i z it Zt Z

– 1

1 – hii

(A3.7)

Puis, à partir de la relation (3.3), restreinte au premier ordre, et de (3.6), il vient :

θLS – θLS
(–i) = Z ( – i)t Z ( – i) – 1

Z ( – i)t yp
( – i) – f ( – i) X , θ* – Zt Z

– 1
Zt yp – f X , θ* (A3.8)

De plus, on peut facilement montrer que :

Z ( – i)t yp
( – i) – f ( – i) X , θ* = Zt yp – f X , θ* – z i ypi – f x i, θ* , (A3.9)

où ypi est la ième composante du vecteur yp.

En combinant les équations (A3.7), (A3.8) et (A3.9), on démontre alors que :

θLS
(–i) – θLS =

Zt Z
– 1

z i

1 – hii

ypi – f x i, θ* – z it Zt Z
– 1

Zt yp – f X , θ*
(A3.10)

Le second terme à l'intérieur des accolades est la ième composante de la projection de

yp – f X , θ*  sur le sous-espace des solutions ; par conséquent, la quantité à l'intérieur des

accolades est la ième composante du vecteur des résidus, c'est-à-dire le résidu de l'exemple i.
Ceci prouve la relation (3.7).
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ANNEXE 4 : PROCEDE D'ORTHONORMALISATION

DE GRAM-SCHMIDT

Nous présentons ici l'algorithme de Gram-Schmidt modifié, décrit en détail par exemple dans
[Chen 89].

Le problème que nous considérons est le classement de q entrées par ordre d'importance dans
l'optique d'une régression linéaire par rapport aux paramètres.

Notons N le nombre d'observations, X =
x1

1 xq
1

x1
N xq

N

= x1 xq  la matrice des observations,

avec xi =
xi

1

xi
N

 le vecteur de la ième entrée et y =
y1

y N

 le vecteur de la sortie du processus.

On suppose par ailleurs que les vecteurs y et {xi}i = 1, …, N sont centrés, c'est-à-dire qu'on leur a
appliqué une transformation affine de telle sorte que la moyenne de leurs composantes soit
nulle.

On se place dans l'espace à N dimensions engendré par les vecteurs y et {xi}i = 1, …, N.

La première itération consiste à chercher le vecteur d'entrée qui explique le mieux, au sens des
moindres carrés, le vecteur de sortie. Pour cela, on se sert du carré du cosinus des angles entre
le vecteur de sortie et les différents vecteurs d'entrée :

cos2 xi, y =
xi

t y
2

xi
t xi . yt y

(A4.1)

On sélectionne le vecteur d'entrée pour lequel cette quantité est maximale. Ensuite, on élimine
la contribution de l'entrée sélectionnée en projetant le vecteur de sortie, et tous les vecteurs
d'entrée restants, sur le sous-espace orthogonal au vecteur sélectionné.

La procédure se poursuit en choisissant, une nouvelle fois, le vecteur d'entrée projeté qui
explique le mieux la sortie projetée. Elle se termine lorsque tous les vecteurs d'entrée ont été
ordonnés.

Dans le cas d'un espace à 3 dimensions (c'est-à-dire avec 3 exemples) et 2 entrées, le principe
de la première itération est représenté sur la figure A4.1.

Sur cet exemple, l'angle α1 entre y et x1 étant plus petit que l'angle α2 entre y et x2, l'entrée x1

est celle qui explique le mieux la sortie y. On la sélectionne donc en premier et l'on projette
les vecteurs y et x2 sur le plan perpendiculaire à x1, nommé P1. On recommence alors la
procédure à partir des projections p1(y) et p1(x2) de ces vecteurs et x2 est alors naturellement la
deuxième et dernière entrée sélectionnée.
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 y

 x1

 x2

 p1(y)

 p1(x2)

 P1

 α1

 α2

Figure A4.1 : Principe de la méthode de Gram-Schmidt dans un espace à 3 dimensions
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ANNEXE 5 : CARACTERISTIQUES DES PRODUITS UTILISES

Les caractéristiques et repérages des tôles d'acier revêtues utilisées dans ce travail sont
résumés dans les tableaux suivants :

Repère Étude Usine de
provenance

N° de
bobine

Nature de
la tôle

Épaisseur nominale
de la tôle

Nature du
revêtement

Épaisseur nominale
du revêtement

GZ 1 97058 Montataire 366105/2 IF Ti 0,8 mm Galvanisé 2 x 10 µm

GZ 2 98222 Mardyck Plusieurs
(lot 98177)

IF Ti 0,7 mm Galvanisé 2 x 10 µm

GA 99088 Mardyck Plusieurs
(lot 98977)

IF Ti 1,2 mm Galvanisé-
allié

2 x 10 µm

Tableau A5.1 : Repérages et caractéristiques des produits

Pour les produits GZ 2 et GA, nous donnons ci-dessous la composition chimique et les
caractéristiques mécaniques relevées sur une seule bobine, les autres bobines étant
considérées comme ayant des propriétés comparables.

Repère C Mn P S Si Al Ni Cr Cu Mo Sn Nb V Ti B Ca N2

GZ 1 1,9 143 11 8,4 16 39 17 17 7 <1 3 2 2 55 <0,3 <0,3 3,7

GZ 2 2,4 94 6 6,7 5 30 20 15 8 <1 1 <1 2 55 <0,3 <0,3 2,8

GA 1,7 95 12 8,5 6 39 18 18 10 <1 1 <1 2 55 0,4 <0,3 2,2

Tableau A5.2 : Composition chimique des échantillons (teneur massique 10-3 %)

Limite élastique
à 0,2 % (Mpa)

Contrainte à rupture
(Mpa)

Allongement à rupture
(%)

Repère Sens
long

Sens
travers

Sens
long

Sens
travers

Sens
long

Sens
travers

GZ 1 170 152 304 299 42,8 44,2

GZ 2 166 170 296 293 46,6 46,0

GA 182 187 310 308 44.4 39.8

Tableau A5.3 : Caractéristiques mécaniques des échantillons

Repère Effort (daN) Durée de soudage (périodes) Durée de forgeage (périodes)

GZ 1 230 10 10

GZ 2 210 9 9

GA 300 14 14

Tableau A5.4 : Paramètres de soudage suivant [NF A 87.001]


