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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons montré l'intérêt que présentent les réseaux de neurones dans le
cadre du contrôle non destructif et de la commande du procédé de soudage par points. Il en
résulte une méthodologie, clairement définie, pour obtenir, tester et éventuellement améliorer
un modèle de prévision du diamètre de bouton valable dans les conditions désirées.

Cette étude nous a amené à orienter nos recherches vers deux aspects théoriques concernant la
mise en œuvre des réseaux de neurones, et plus généralement de tout modèle statistique :

1. comment sélectionner le bon modèle parmi une série de modèles candidats ? N'ayant pas
d'idée a priori sur le nombre minimal de soudures à fournir pour obtenir de bons résultats,
nous avons décidé d'axer nos recherches sur le leave-one-out, méthode de validation
croisée réputée pour donner de bons résultats avec peu d'exemples,

2. quel est le domaine de validité d'un modèle ? Ceci nous a conduit à examiner la notion
d'intervalle de confiance sur la sortie d'un modèle, linéaire ou non.

Finalement, il s'avère que ces deux aspects peuvent être abordés dans un même contexte, en
utilisant le même outil, à savoir un développement de Taylor de la sortie du modèle au
voisinage d'un point de l'espace des paramètres.

Nous avons montré que ce développement de Taylor permet d'estimer l'effet du retrait d'un
exemple de la base d'apprentissage sur la solution des moindres carrés, la sortie du modèle,
l'intervalle de confiance sur la prédiction de cet exemple, etc. Toutes ces estimations sont
obtenues à partir de la grandeur hii, comprise entre 0 et 1, et qui représente l'influence de
l'exemple i sur l'estimation des paramètres du modèle.

Nous avons ensuite étudié l'estimation Ep des performances de généralisation d'un modèle,
fondée sur les erreurs de prédiction calculées précédemment. À architecture donnée, nous
montrons que la sélection de modèles sur la base de Ep est meilleure que celle résultant d'une
mise en œuvre classique du leave-one-out, pour plusieurs raisons : elle évite la sélection de
modèles surajustés, ne nécessite aucune hypothèse de stabilité algorithmique, et est bien plus
rapide à effectuer. De plus, puisqu'il n'est plus nécessaire d'effectuer autant d'apprentissages
qu'il y a d'exemples, cette méthode ne se limite plus aux problèmes où les exemples
disponibles sont peu nombreux.

Pour comparer des modèles correspondant à différentes architectures, nous avons montré qu'il
est judicieux de considérer la moyenne des intervalles de confiance sur la prédiction des
exemples d'apprentissage, et nous avons défini un critère normalisé µ. Nous sommes arrivés à
la conclusion que le modèle définitif devait être choisi en fonction de l'objectif recherché : s'il
s'agit de trouver le meilleur modèle, sachant que l'on ne dispose que de ces N exemples
d'apprentissage, il convient de choisir l'architecture présentant le critère µ le plus grand
possible. En revanche, si l'on a l'intention et surtout la possibilité d'améliorer les performances
du modèle, le choix d'un modèle légèrement surajusté, associé à l'utilisation des intervalles de
confiance, permettra de compléter de manière ciblée la base d'apprentissage et d'augmenter
localement la confiance du modèle.
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Enfin, nous avons proposé une adaptation de l'algorithme de Levenberg-Marquardt, de
manière à pouvoir minimiser directement la fonction de coût correspondant à l'erreur Ep. Nous
avons montré qu'il est avantageux de rechercher un minimum de cette nouvelle fonction de
coût, après la minimisation classique de la fonction de coût des moindres carrés.

Finalement, l'étude théorique du leave-one-out présentée dans ce mémoire nous a conduit à
définir une méthode originale de sélection de modèles, qui considère directement l'origine du
surajustement, à savoir la trop grande influence de certains exemples sur l'estimation des
paramètres d'un modèle. L'utilisation conjointe de cette méthode et des intervalles de
confiance permet à l'ingénieur de maîtriser à la fois la complexité et le domaine de validité de
ses modèles, et ainsi d'en envisager l'amélioration progressive.

Une étude détaillée du procédé de soudage par points nous a permis de développer une
application de cette approche au problème de la prédiction du diamètre de bouton. Nous
avons tout d'abord analysé, d'un point de vue physique, les grandeurs susceptibles d'être
pertinentes pour l'objectif de modélisation que nous nous étions fixé. Afin de sélectionner les
quantités les plus pertinentes parmi les grandeurs candidates résultant de notre analyse, nous
avons utilisé plusieurs méthodes de sélection qui ont donné des résultats concordants. Nous
avons ensuite appliqué notre méthodologie de conception de modèles à deux aciers revêtus, et
avons obtenu des résultats très proches de l'optimum : des prédictions du diamètre du bouton
dont la précision est de l'ordre de l'incertitude sur la mesure de ce diamètre. Il convient de
noter que, compte tenu de la nature de ce procédé, et en particulier de la différence entre
paramètres de soudage et caractéristiques de la qualité du point, l'utilisation des intervalles de
confiance a été déterminante dans le succès de l'application.

Les perspectives industrielles offertes par un modèle de contrôle non destructif de la qualité
de soudures par points sont nombreuses. Il reste désormais à vérifier que cette approche
pourra s'accommoder des contraintes en milieu de production.

Notre travail nous a donc permis de proposer une méthodologie originale, et d'usage très
général, pour la conception de modèles non linéaires. Nous en avons montré l'efficacité lors
de son application, dans le cas des réseaux de neurones, à un problème industriel réel dont
l'enjeu est important.
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ANNEXE 1 : CALCUL DES hii

Soit Z une matrice de dimensions (N, q) (avec N ≥ q), matrice jacobienne d'une fonction

f(X, θ) réalisée par exemple par un réseau de neurones à q coefficients, ou par une fonction
linéaire à q - 1 régresseurs (dans ce cas, la matrice Z est égale à la matrice des observations).

Définissons Z = t[z1, ..., zN], avec z i =
∂ f (x i, θ)

∂θ θ = θ*
. On cherche à calculer les termes

diagonaux de la matrice de projection H = Z (tZ Z)-1 tZ , définis comme :

hii = tzi (tZ Z)-1 zi (A1.1)

En tant qu'éléments diagonaux d'une matrice de projection orthogonale, les termes
{hii}i = 1, ..., N ne sont définis que dans le cas où Z est de rang plein, c'est-à-dire si tZ Z est
inversible. Dans ce cas, ils vérifient les propriétés suivantes :

∀ i ∈  [1, ..., N]  0 ≤ hii ≤ 1 (A1.2)

trace (H) = hiiΣ
N

= rang (Z) (A1.3)

On obtient Z soit par calcul direct, à partir de la forme analytique de la fonction f, soit - dans
le cas de réseaux de neurones non bouclés - en rétropropageant une erreur égale à -1.

Une première méthode de calcul des hii consiste à calculer la matrice tZ Z, à l'inverser par une
méthode classique (Cholesky, décomposition LU, ...), puis à la multiplier à droite et à gauche
par les vecteurs zi et tzi. Cette méthode ne donne cependant de bons résultats que si la matrice
tZ Z est suffisamment bien conditionnée pour que son inversion se déroule sans problème.
Dans le cas contraire, ce calcul donne des valeurs supérieures à 1, voire négatives, c'est-à-dire
ne satisfaisant pas à la relation (A1.2).

La solution que nous proposons consiste à décomposer la matrice Z sous la forme :

Z = U W tV (A1.4)

avec :

•  U matrice (N, q) telle que tU U = I,

•  W matrice (q, q) diagonale, dont les termes diagonaux, appelés valeurs singulières de Z,
sont positifs ou nuls et classés par ordre décroissant,

•  V matrice (q, q) telle que tV V = V tV = I.

Cette décomposition, connue sous le nom de décomposition en valeurs singulières ou
décomposition SVD (Singular Value Decomposition), est précise et très robuste, même si la
matrice Z est mal conditionnée ou de rang inférieur à q (cf. [Press 92]).
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On obtient donc :

tZ Z = V W tU U W tV = V W 2 tV (A1.5)

puis

(tZ Z)-1 = V W -2 tV (A1.6)

Cette décomposition permet donc le calcul direct de la matrice (tZ Z)-1, dont les éléments
s'écrivent :

Zt Z
lj

– 1
=

Vlk Vjk

Wkk
2Σ

k = 1

q
(A1.7)

On peut alors calculer l'expression de hii sous la forme :

hii = z it Zt Z
– 1

z i = Zil ZijΣ
j = 1

q

Zt Z
lj

– 1Σ
l = 1

q
(A1.8)

En utilisant (A1.7) puis en inversant l'ordre des sommes, il vient :

hii = 1
Wkk

Zij VjkΣ
j = 1

q 2

Σ
k = 1

q (A1.9)

Cette méthode permet ainsi le calcul des {hii}i = 1, ..., N sans avoir à calculer explicitement les
termes de la matrice (tZ Z)-1, ce qui est important au niveau de la précision du calcul, dans le
cas de matrices mal conditionnées. D'un point de vue numérique, étant donné que les valeurs
singulières de Z sont classées par ordre décroissant, il est conseillé de calculer les {hii}i = 1, ..., N

en faisant varier k de q à 1 et non pas de 1 à q.

Cette méthode de calcul fournit des termes systématiquement positifs ou nuls, ce qui permet
de s'assurer en partie de la condition (A1.2).
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ANNEXE 2 : SURAJUSTEMENT ET REDONDANCE DE COEFFICIENTS

La méthode présentée au paragraphe 2.4.2 pour détecter le surajustement part du constat
suivant : à partir d'une certaine taille d'architecture, la matrice Z - dont le rang est
normalement égal au nombre de coefficients ajustables du modèle - n'est plus de rang plein,
traduisant ainsi un surajustement. Cette interprétation de la déficience du rang de Z suppose
toutefois que l'architecture utilisée ne présente aucune redondance parmi ses coefficients.
Nous précisons ce point dans la présente annexe.

Considérons par exemple le réseau représenté sur la figure A2.1, réalisant une fonction
y = f(x, w), dans laquelle w est un vecteur de 6 paramètres. À partir de la forme algébrique de
f, on montre la relation suivante :

∀ x,w w43

∂ f x,w
∂w43

= w30

∂ f x,w
∂w30

+ w31

∂ f x,w
∂w31

Cette relation traduit une dépendance entre les colonnes correspondantes de la matrice Z, qui -
quel que soit le vecteur des paramètres - sera de rang inférieur ou égal à 5.

La relation précédente peut également se comprendre de la façon suivante : en multipliant le
paramètre w43 par un réel quelconque k et en divisant w30 et w31 par ce même facteur, la
fonction f reste inchangée. On pourrait ainsi fixer arbitrairement un de ces trois poids à une
valeur non nulle (par exemple à 1) sans modifier la famille de fonctions paramétrées
engendrée par ce réseau. Parmi les 6 poids utilisés, il n'y en a donc que 5 réellement utiles :
l'un d'eux est redondant.

0

2

Biais x

1

3

4

y

Figure A2.1 : Exemple de modèle statique avec redondance de coefficients

Dans le cas d'un modèle statique, ce cas ne se produit que lorsqu'on utilise plusieurs neurones
linéaires en cascade, ce qui ne présente effectivement aucun intérêt. Il est donc difficile de ne
pas se rendre compte de la présence de redondances dans l'architecture d'un réseau de
neurones classique utilisé comme modèle statique.
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En revanche, lorsque ces modèles sont bouclés de façon à modéliser des phénomènes
dynamiques, ceci est moins évident à constater. Le modèle représenté sur la figure A2.2
permet de s'en convaincre. Il s'agit d'un modèle, comportant une entrée, une sortie et une
variable d'état, réalisant une fonction du type :

y( p + 1) = f x( p), y( p), s( p), w

s( p + 1) = g x( p), y( p), s( p), w

0 2

Biais x(p)

1 3

4

y(p+1)

y(p)

∆

s(p+1)
5

s(p)

6

Figure A2.2 : Exemple de modèle dynamique avec redondance de coefficients

Lorsque l'on considère cette fonction sur un horizon fini, et que l'on en fixe l'état initial (c'est-
à-dire y(0) et s(0)), on peut écrire y(p+1) = F(x(0), ..., x(p), w) .

En l'absence de valeurs désirées pour la sortie d'état, et en appliquant le même type de
raisonnement que dans le cas statique, on peut montrer que la matrice jacobienne de ce
modèle, qui possède 8 coefficients, est toujours de rang inférieur ou égal à 5.

Pour ce faire, considérons les trois transformations linéaires suivantes, qui modifient la
fonction g tout en laissant la fonction f invariante :

w60 → w60 + k
w40 → w40 – kw43

⇔ s → s + k  : on peut donc fixer arbitrairement w60 à 0,

w60 → k′w60

w64 → k′w64

w43 → w43 / k′
⇔ s → k′s  : on peut donc fixer arbitrairement w64 à 1,

w60 → w60 + k′′ w50

w64 → w64 + k′′ w54

w42 → w42 – k′′ w43

⇔ s → s + k′′ y  : on peut donc fixer arbitrairement w42 à 0.

Pour chacune de ces transformations, il existe une relation linéaire entre les colonnes de la
matrice jacobienne de F. Par exemple, pour la première de ces transformations, il existe une
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relation linéaire, valable quels que soient x(0), ..., x(p) , entre 
∂y( p + 1)

∂w40

, 
∂y( p + 1)

∂w43

 et

∂y( p + 1)
∂w

. L'expression de cette relation, dont les coefficients dépendent de y(0), s(0) et du

vecteur w, n'est pas aussi simple que dans l'exemple du modèle statique présenté plus haut.

Il y a donc 3 coefficients redondants dans l'architecture de la figure A2.2. Le modèle
dynamique réalisant la même fonction f, sans aucune redondance, est représenté sur la figure
A2.3 :

0 2

Biais x(p)

1

3

4

y(p+1)

∆

s'(p+1)

s'(p)

Figure A2.3 : Modèle dynamique équivalent, sans coefficients redondants

Cet exemple montre que le bouclage d'une sortie, ou d'une variable d'état, provenant d'un
neurone linéaire peut conduire à des redondances de coefficients et ainsi à une déficience
systématique dans le rang de Z. Il n'a cependant qu'une valeur illustrative : notre propos est
simplement de mettre en garde contre certaines redondances "cachées" dans les modèles
dynamiques.

La mise au point de règles concernant la définition d'architectures de modèles bouclés et de
formes canoniques sans redondances demanderait sans doute une approche un peu plus
poussée, qui sort du cadre de la présente thèse.
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ANNEXE 3 : DEMONSTRATION DE LA RELATION (3.8)

Nous présentons ici une démonstration de la relation (3.8), qui se fonde sur deux lemmes
d'inversion matricielle. Elle est inspirée de [Antoniadis 92].

Considérons la matrice de dimensions (q+1, q+1) M =
Zt Z z i

z it 1
 supposée inversible et

notons son inverse M – 1 = A b
bi c

. La matrice A, le vecteur b et le réel c vérifient donc les

équations suivantes :

tZ Z A + zi tb = I (A3.1)

tZ Z b + zi c = 0 (A3.2)

tb + tzi A = 0 (A3.3)

c + tzi b = 1 (A3.4)

Lemme 1 :

A = Z ( – i)t Z ( – i)
– 1 (A3.5)

Démonstration :

À partir de (A3.1) et (A3.3), on a tZ Z A - zi tzi A = I, soit A = Zt Z – z i z it
– 1

= Z ( – i)t Z ( – i) – 1

Lemme 2 :

A = Zt Z
– 1

+
Zt Z

– 1
z i z it Zt Z

– 1

1 – hii

(A3.6)

Démonstration :

En résolvant le système linéaire constitué des équations (A3.1) à (A3.4), on obtient

c =
1

1 – hii

, b = –
Zt Z

– 1
z i

1 – hii

 et la relation (A.3.6). Ceci est un cas particulier d'un lemme

d'inversion matricielle plus général.
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Démonstration de la relation (3.8) :

En combinant (A3.5) et (A3.6), on obtient :

Z ( – i)t Z ( – i)
– 1

= Zt Z
– 1

+
Zt Z

– 1
z i z it Zt Z

– 1

1 – hii

(A3.7)

Puis, à partir de la relation (3.3), restreinte au premier ordre, et de (3.6), il vient :

θLS – θLS
(–i) = Z ( – i)t Z ( – i) – 1

Z ( – i)t yp
( – i) – f ( – i) X , θ* – Zt Z

– 1
Zt yp – f X , θ* (A3.8)

De plus, on peut facilement montrer que :

Z ( – i)t yp
( – i) – f ( – i) X , θ* = Zt yp – f X , θ* – z i ypi – f x i, θ* , (A3.9)

où ypi est la ième composante du vecteur yp.

En combinant les équations (A3.7), (A3.8) et (A3.9), on démontre alors que :

θLS
(–i) – θLS =

Zt Z
– 1

z i

1 – hii

ypi – f x i, θ* – z it Zt Z
– 1

Zt yp – f X , θ*
(A3.10)

Le second terme à l'intérieur des accolades est la ième composante de la projection de

yp – f X , θ*  sur le sous-espace des solutions ; par conséquent, la quantité à l'intérieur des

accolades est la ième composante du vecteur des résidus, c'est-à-dire le résidu de l'exemple i.
Ceci prouve la relation (3.7).
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ANNEXE 4 : PROCEDE D'ORTHONORMALISATION

DE GRAM-SCHMIDT

Nous présentons ici l'algorithme de Gram-Schmidt modifié, décrit en détail par exemple dans
[Chen 89].

Le problème que nous considérons est le classement de q entrées par ordre d'importance dans
l'optique d'une régression linéaire par rapport aux paramètres.

Notons N le nombre d'observations, X =
x1

1 xq
1

x1
N xq

N

= x1 xq  la matrice des observations,

avec xi =
xi

1

xi
N

 le vecteur de la ième entrée et y =
y1

y N

 le vecteur de la sortie du processus.

On suppose par ailleurs que les vecteurs y et {xi}i = 1, …, N sont centrés, c'est-à-dire qu'on leur a
appliqué une transformation affine de telle sorte que la moyenne de leurs composantes soit
nulle.

On se place dans l'espace à N dimensions engendré par les vecteurs y et {xi}i = 1, …, N.

La première itération consiste à chercher le vecteur d'entrée qui explique le mieux, au sens des
moindres carrés, le vecteur de sortie. Pour cela, on se sert du carré du cosinus des angles entre
le vecteur de sortie et les différents vecteurs d'entrée :

cos2 xi, y =
xi

t y
2

xi
t xi . yt y

(A4.1)

On sélectionne le vecteur d'entrée pour lequel cette quantité est maximale. Ensuite, on élimine
la contribution de l'entrée sélectionnée en projetant le vecteur de sortie, et tous les vecteurs
d'entrée restants, sur le sous-espace orthogonal au vecteur sélectionné.

La procédure se poursuit en choisissant, une nouvelle fois, le vecteur d'entrée projeté qui
explique le mieux la sortie projetée. Elle se termine lorsque tous les vecteurs d'entrée ont été
ordonnés.

Dans le cas d'un espace à 3 dimensions (c'est-à-dire avec 3 exemples) et 2 entrées, le principe
de la première itération est représenté sur la figure A4.1.

Sur cet exemple, l'angle α1 entre y et x1 étant plus petit que l'angle α2 entre y et x2, l'entrée x1

est celle qui explique le mieux la sortie y. On la sélectionne donc en premier et l'on projette
les vecteurs y et x2 sur le plan perpendiculaire à x1, nommé P1. On recommence alors la
procédure à partir des projections p1(y) et p1(x2) de ces vecteurs et x2 est alors naturellement la
deuxième et dernière entrée sélectionnée.
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 y

 x1

 x2

 p1(y)

 p1(x2)

 P1

 α1

 α2

Figure A4.1 : Principe de la méthode de Gram-Schmidt dans un espace à 3 dimensions



Annexes 151

ANNEXE 5 : CARACTERISTIQUES DES PRODUITS UTILISES

Les caractéristiques et repérages des tôles d'acier revêtues utilisées dans ce travail sont
résumés dans les tableaux suivants :

Repère Étude Usine de
provenance

N° de
bobine

Nature de
la tôle

Épaisseur nominale
de la tôle

Nature du
revêtement

Épaisseur nominale
du revêtement

GZ 1 97058 Montataire 366105/2 IF Ti 0,8 mm Galvanisé 2 x 10 µm

GZ 2 98222 Mardyck Plusieurs
(lot 98177)

IF Ti 0,7 mm Galvanisé 2 x 10 µm

GA 99088 Mardyck Plusieurs
(lot 98977)

IF Ti 1,2 mm Galvanisé-
allié

2 x 10 µm

Tableau A5.1 : Repérages et caractéristiques des produits

Pour les produits GZ 2 et GA, nous donnons ci-dessous la composition chimique et les
caractéristiques mécaniques relevées sur une seule bobine, les autres bobines étant
considérées comme ayant des propriétés comparables.

Repère C Mn P S Si Al Ni Cr Cu Mo Sn Nb V Ti B Ca N2

GZ 1 1,9 143 11 8,4 16 39 17 17 7 <1 3 2 2 55 <0,3 <0,3 3,7

GZ 2 2,4 94 6 6,7 5 30 20 15 8 <1 1 <1 2 55 <0,3 <0,3 2,8

GA 1,7 95 12 8,5 6 39 18 18 10 <1 1 <1 2 55 0,4 <0,3 2,2

Tableau A5.2 : Composition chimique des échantillons (teneur massique 10-3 %)

Limite élastique
à 0,2 % (Mpa)

Contrainte à rupture
(Mpa)

Allongement à rupture
(%)

Repère Sens
long

Sens
travers

Sens
long

Sens
travers

Sens
long

Sens
travers

GZ 1 170 152 304 299 42,8 44,2

GZ 2 166 170 296 293 46,6 46,0

GA 182 187 310 308 44.4 39.8

Tableau A5.3 : Caractéristiques mécaniques des échantillons

Repère Effort (daN) Durée de soudage (périodes) Durée de forgeage (périodes)

GZ 1 230 10 10

GZ 2 210 9 9

GA 300 14 14

Tableau A5.4 : Paramètres de soudage suivant [NF A 87.001]


